
概率统计·考前速查

概统博资考：拿到题后的 30 秒识别流程
现行范围：2026 秋及以前大纲；真题校准：2023 秋—2026 春

题型判断 → 分布/参数 → 独立性 → support → 公式/定理 → 核查条件 → 积分域/自由度/参数化

题面信号
第一反应 立即写下 最容易丢分

联合密度/几何条件
先画 support，再边缘/条件/变换 fX =

∫
fX,Y dy；条件密度先归一化 把三角形/曲边域当矩形；密度可

大于 1

求 g(X,Y ) 分布
CDF 或补变量 + Jacobian；和用卷积 fU,V = fX,Y (x(u, v), y(u, v))|J| 漏逆映射、多对一分支、

Jacobian 绝对值

max/min/分位数
CDF + 次序统计量；离散分位数先看跳跃 FX(n)

= Fn，FX(1)
= 1 − (1 − F )n 经验分位数在跳点未必相合

n → ∞、光滑函数
LLN/CLT + CMT/Slutsky/Delta

√
n{g(Tn) − g(θ)} ⇒ g′(θ)Z 缺矩条件；g′(θ) = 0 仍套一阶

Delta

重尾/稀有大跳/三角
阵

先算方差与归一化，再查 Lindeberg；必要时
CF

s2n =
∑

Var Xn,k 未先验证最大项可忽略；机械用

iid CLT

首达/停时/随机游动
构造指数鞅或调和函数，截断停时 Mn = etSn/MX(t)n；先用 τ ∧ N 未证停时/可积/UI 就用 OST

Markov/平稳
写转移核，查不可约/周期/常返 πP = π；可逆时 πiPij = πjPji 有平稳分布不自动推出从任意初

值收敛

“充分/极小/完
全/UMVUE”

因子分解 → 似然比判据 → 完全性 → LS fθ(x) = gθ(T )h(x)；Eθg(T ) = 0 ⇒ g = 0 sufficient、minimal、complete
三者混同

MLE/参数边
界/support 含参数

先写参数可行域和似然全局形状 θ̂ ∈ arg maxθ∈Θ L(θ; x) 只解 score；漏“不存在/不唯
一/边界上确界”

“size α / UMP”
simple-simple 用 NP；一侧指数族查 MLR L(θ1)/L(θ0) > k；写功效与最不利 H0 NP 只管 simple vs simple；离散

题漏随机化

Bayes/决策
先验 × 似然；按损失最小化后验风险 平方损失后验均值；绝对损失后验中位数 MAP 不是普遍 Bayes；MAP 不

具重参数化不变性

交卷前 20 秒 / 选题

support 与积分域；S2 分母、t/χ2/F 自由度；Gamma rate/scale；检验 size/level。先圈恰好 8 题，优先能完整写条件与主链条者；超过 8 题只批最先
作答的 8 题。

概率基础、条件化与数字特征
条件期望是概率部分与 Rao–Blackwell/Bayes 的共同接口

条件概率 / Bayes
【看到】分层来源、误判率、后验类别。 【想到】全概率作分母。

P(A) =
∑
j

P(A | Bj)P(Bj),

P(Bk | A) = P(A | Bk)P(Bk)∑
j P(A | Bj)P(Bj)

.

【做】写清 {Bj} 是分割、分母 > 0；先联合后归一。 【错】把

P(A | B) 与 P(B | A) 对调。
独立性判定

事件：P(A∩B) = P(A)P(B)。连续变量：联合 support 必须等于边
缘 support 的笛卡尔积，且 fX,Y = fXfY a.e.；离散同理。

X ⊥⊥ Y ⇒ E[g(X)h(Y )] = Eg(X)Eh(Y )

对所有有界可测 g, h 成立时也可反推独立。联合高斯中特例：

Cov(X,Y ) = 0 ⇐⇒ X ⊥⊥ Y。

期望、方差、协方差

Eg(X) =

∫
g dFX , VarX = EX2 − (EX)2,

Var
(∑

aiXi

)
=
∑

a2i VarXi + 2
∑
i<j

aiaj Cov(Xi, Xj).

尾积分（X ≥ 0）：EXp = p
∫∞
0
tp−1P(X > t)dt。计数问题：

N =
∑

j 1Aj，故 EN =
∑

j P(Aj)，不需要独立。

常用不等式

P(X ≥ a) ≤ EX/a (X ≥ 0),

P(|X − µ| ≥ t) ≤ σ2/t2,

P(|X − µ| ≥ t) ≤ E|X − µ|p/tp,
ϕ(EX) ≤ Eϕ(X) (ϕ 凸),

|EXY | ≤ (EX2EY 2)1/2.

指数尾：P(X ≥ x) ≤ inft>0 e
−txMX(t)。

条件期望：定义与操作

【看到】“给定 σ-代数/信息/统计量”。 【写】Y = E(X | G) 满
足：Y 为 G-可测，且∫

G

Y dP =

∫
G

X dP, ∀G ∈ G.

• 取出已知量：E[ZX | G] = ZE[X | G]（Z 可测且可积条件足够）。
• Tower：H ⊂ G 时，E{E(X | G) | H} = E(X | H)。

• 独立删除：X ⊥⊥ G ⇒ E(X | G) = EX。
• 条件 Jensen：ϕ(E[X | G]) ≤ E[ϕ(X) | G]。
全期望 / 全方差 / 全协方差

EX = E{E(X | Y )},
VarX = E{Var(X | Y )}+ Var{E(X | Y )},

Cov(X,Z) = E{Cov(X,Z | Y )}+ Cov{E(X | Y ),E(Z | Y )}.
给定 Y = y 的连续情形：fX|Y (x | y) = fX,Y (x, y)/fY (y)，只在

fY (y) > 0 且相应条件 support 上。
积分与极限交换

【看到】limEXn、随机级数、二重积分。 【想到】依次检查：

1. 0 ≤ Xn ↑ X：MCT；
2. Xn ≥ 0：Fatou 只给 E lim infXn ≤ lim infEXn；

3. Xn → X a.s. 且 |Xn| ≤ Y ∈ L1：DCT；
4. 非负和/积分：Tonelli；绝对可积：Fubini；
5. Xn

P−→ X 加一致可积：Xn → X in L1。

概率基础必坑

独立 ⇒ 不相关（需二阶矩），反之一般不成立；条件独立 ̸= 无条
件独立；连续变量单点概率为 0；CDF 连续不等于一定有 density；
两两独立不等于相互独立。

多维分布、函数变换与次序统计量
先画 support；变换题的分数通常死在区域与分支

联合 → 边缘 / 条件
【看到】“求边缘、条件、独立”。 【做】
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概率统计·考前速查

1. 画 S = {(x, y) : f(x, y) > 0}；
2. 固定 x 求允许的 y 区间 Sx；

3. fX(x) =
∫
Sx
fX,Y (x, y)dy；

4. fY |X(y | x) = fX,Y (x, y)/fX(x)；

5. 看联合能否在乘积 support 上分解。
【错】积分上下限机械写 ±∞；条件密度忘记重新写 support。
一维/多维变换
【看到】U = g(X)。非单调优先 CDF：FU (u) = P(g(X) ≤ u)，再

求导。若每个 u 有有限个原像 xj：

fU (u) =
∑
j

fX(xj)

∣∣∣∣dxjdu
∣∣∣∣ .

二维一一变换 (U, V ) = T (X,Y )：

fU,V (u, v) = fX,Y (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣det ∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ .
【做】变换 → 逆变换 → 新 support → Jacobian → 边缘化。
卷积

【看到】“独立连续变量之和”。

fX+Y (z) =

∫
fX(x)fY (z − x)dx,

积分域为 x ∈ SX ∩ (z−SY )。差：fX−Y (z) =
∫
fX(x)fY (x− z)dx。

离散型把积分换求和。

次序统计量

iid 连续样本 CDF F、density f：

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
F k−1(x)[1− F (x)]n−kf(x).

极值联合密度（x < y）：

fX(1),X(n)
(x, y) = n(n− 1)[F (y)− F (x)]n−2f(x)f(y).

F (X(k)) ∼ Beta(k, n+1− k)。经验 p 分位数：连续且 f(ξp) > 0 时
√
n(ξ̂p − ξp) ⇒ N

(
0,
p(1− p)

f(ξp)2

)
.

多元正态：一眼公式

X ∼ Nd(µ,Σ)，AX + b ∼ N(Aµ+ b, AΣAT )。任意线性组合正态是

定义性判据。分块 X = (XT
1 , X

T
2 )T：

X1 | X2 = x2 ∼ N
(
µ1 +Σ12Σ

−1
22 (x2 − µ2),Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21

)
.

回归分解：X1 = µ1 +Σ12Σ
−1
22 (X2 − µ2) +R，且 R ⊥⊥ X2。

高斯指数倾斜（26S 真题型）
若 X ∼ Nd(µ, V )，且

dQ

dP
=

eα
TX

EP eα
TX

,

则在 Q 下

X ∼ Nd(µ+ V α, V ).

【做】用 MGF：MQ(t) =MP (t+ α)/MP (α)，配方识别均值平移、

协方差不变。

极坐标 / 比例和变换
极坐标：x = r cosϕ, y = r sinϕ，|J | = r，r ≥ 0。若二维标准正态

各向同性，则 R2 ∼ χ2
2、Φ ∼ U(0, 2π) 且独立；非零相关时角度通常

不均匀。

Beta–Gamma：独立 X ∼ Γ(α, θ)、Y ∼ Γ(β, θ)（同 scale），则
S = X + Y ∼ Γ(α+ β, θ),

U =
X

X + Y
∼ Beta(α, β), S ⊥⊥ U.

变换必坑

Normal缩放：若 Y = aX+ b，标准差是 |a|σ；Jacobian必取绝对
值；多对一变换要对所有原像求和；联合 support 决定积分区间，
不能只看密度代数式。

收敛、LLN、CLT 与 Delta
六套真题持续高频；先辨收敛模式，再选定理

四种收敛与关系

Xn
a.s.−−→ X : P(limXn = X) = 1,

Xn
P−→ X : P(|Xn −X| > ε) → 0,

Xn → X in Lp : E|Xn −X|p → 0,

Xn
d−→ X : FXn(x) → FX(x) (FX 连续点).

Lp ⇒ P, a.s.⇒ P ⇒ d.

若极限是常数，Xn ⇒ c ⇐⇒ Xn
P−→ c。Lp 间用 Lyapunov：概率

空间上 p > q ⇒ Lp ⇒ Lq。

CMT / Slutsky
若 Xn ⇒ X 且 g 在 X a.s. 所在点连续，则 g(Xn) ⇒ g(X)。若

Xn ⇒ X、Yn
P−→ c，则

Xn + Yn ⇒ X + c, XnYn ⇒ cX, Xn/Yn ⇒ X/c (c ̸= 0).

乘积依概率收敛：分解 XnYn −XY = Xn(Yn − Y ) + Y (Xn −X)，

先证 Xn = OP (1)。

Borel–Cantelli
An i.o. = ∩m ∪n≥m An。∑

P(An) <∞ ⇒ P(An i.o.) = 0.

若 An 独立且
∑

P(An) = ∞，则 P(An i.o.) = 1。【看到】极值、

limsup、稀有大跳。 【做】上界用可求和尾界；下界选独立子序列

并让概率和发散。

LLN
iid 且 E|X1| < ∞：X̄n

a.s.−−→ µ（SLLN）。若 iid、VarX1 < ∞：
Chebyshev 立得 WLLN。
独立非同分布常用充分条件：若

∑
n Var(Xn)/n

2 < ∞ 且均值适当，

则 (Sn − ESn)/n→ 0 a.s.（Kolmogorov + Kronecker）。
经典 CLT / 多元 CLT
iid、EX = µ、0 < σ2 <∞：√

n(X̄ − µ)

σ
⇒ N(0, 1).

iid 向量 Xi ∈ Rd，协方差 Σ <∞：
√
n(X̄ − µ) ⇒ Nd(0,Σ).

证明骨架：标准化；ϕ(t/
√
n) = 1 − t2/(2n) + o(n−1)；取 n 次方；

Lévy 连续性。
三角阵 / 非标准 CLT
独立中心阵列 Xn,k，s

2
n =

∑
k VarXn,k。若对每个 ε > 0

1

s2n

∑
k

E[X2
n,k1{|Xn,k|>εsn}] → 0,

则
∑

kXn,k/sn ⇒ N(0, 1)。【做】先算 sn；逐类取值检查“大跳”

贡献；重尾 iid 若方差无穷，可能需从 n{1− ϕ(t/an)} 选 an。

Delta 方法
若

√
n(Tn − θ) ⇒ N(0, V )，g 在 θ 可微：

√
n{g(Tn)− g(θ)} ⇒ N(0, Dg(θ)V Dg(θ)T ).

一维即方差 [g′(θ)]2V。若 g′(θ) = 0, g′′(θ) ̸= 0：

n{g(Tn)− g(θ)} ⇒ 1
2
g′′(θ)Z2.

极限定理必坑

相合性只描述 n → ∞；依分布收敛不推出矩收敛；a.s. 收敛不能
单独交换期望；CLT 必须中心化并用正确方差；Delta 的导数在真
参数处取；非正则极值常是 n 速度而非

√
n。

鞅、停时与可选停止
近五套连续出现；先检查定义，再谈任何停止结论

判定鞅

【看到】“自然 filtration、条件期望保持”。 Mn 对 (Fn) 为鞅需：

1. Mn 为 Fn-可测（适应）；
2. E|Mn| <∞；
3. E(Mn+1 | Fn) =Mn。

下鞅把等号改 ≥。若 ϕ 凸且可积，ϕ(Mn) 是下鞅；严格凸等号常迫

使增量退化。
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概率统计·考前速查

指数鞅模板

iid 增量 Xk，Sn =
∑n

k=1Xk，m(t) = EetX1 <∞：

Mn(t) =
etSn

m(t)n
= exp{tSn − n logm(t)}

是自然 filtration 下鞅。连续 Brownian：
exp{uBt − 1

2
u2t}

为鞅。【做】首达概率/Laplace 变换：先停在 τ ∧N 或 τ ∧ T，再说
明极限交换。

停时判定

τ 是停时：{τ ≤ n} ∈ Fn（连续时间同理）。首达时

τA = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}
在适应过程的常规可测条件下是停时；“最后一次到达”通常不是，因

为需要未来信息。

可选停止：可用版本

若 Mn 鞅，σ ≤ τ，以下任一常用条件足够推出 EMτ = EMσ：

• τ 有界；

• (Mn∧τ ) 一致可积；

• Eτ <∞ 且增量一致有界（相应版本）；
• Mn UI 且停时有限 a.s.。
永远安全的第一步：对 τ ∧N 用有界版本，再处理 N → ∞。
简单随机游动 / 赌徒破产
Sn = i+

∑n
k=1 ξk，P(ξ = 1) = p, q = 1− p，τ = τ0 ∧ τN。命中 N

的概率 hi 解

hi = phi+1 + qhi−1, h0 = 0, hN = 1.

因此

hi =


i/N, p = q = 1/2,

1− (q/p)i

1− (q/p)N
, p ̸= q.

对称时 Sn 与 S2
n − n 均为鞅，故 Eiτ = i(N − i)。

首达生成函数

对称游动从 0 首达 {−a, b}，设 ui(s) = Ei[s
τ ]：

ui(s) =
s
2
{ui−1(s) + ui+1(s)}, u−a = ub = 1.

或取 λ 使 s coshλ = 1，对 sneλSn 停止。先解边界方程，再由 s ↑ 1

求命中概率/矩（若可微与可积）。
鞅收敛 / Doob
非负上鞅（或 L1 有界下鞅）在适当条件下 a.s. 收敛；若

supn E|Mn|p <∞（p > 1），则 UI 且在 Lp 中收敛。

P
(

max
k≤n

|Mk| ≥ λ

)
≤ E|Mn|

λ
,

Emax
k≤n

|Mk|p ≤
(

p

p− 1

)p

E|Mn|p.

OST 四连问

是否适应？是否可积？τ 是否停时？为什么能从 τ∧N 放到 τ？“τ <

∞ a.s.”本身通常不够。还要警惕把局部鞅直接当真鞅、把下鞅等
式当鞅等式。

Markov 链、Poisson 过程、Brownian 与分枝
现行大纲明确要求；真题按首达、平稳、缩放与生成函数命题

离散 Markov 链
P(Xn+1 = j | X0, . . . , Xn) = PXnj .

随机递推 Xn+1 = f(Xn, Zn+1)、Zn iid 且独立过去，则 P (i, j) =

P(f(i, Z1) = j)。

【做】平稳分布：解 πP = π,
∑

i πi = 1。若找得到 detailed balance
πiPij = πjPji，立即得平稳。有限不可约链存在唯一平稳分布；再加

非周期，Pn(i, ·) → π。

常返/正常返/周期
T+
i = inf{n ≥ 1 : Xn = i}；常返 iff Pi(T

+
i < ∞) = 1 iff∑

n P
n(i, i) = ∞。正常返还需 EiT

+
i <∞，且不可约正常返链

πi =
1

EiT
+
i

.

周期 d(i) = gcd{n ≥ 1 : Pn(i, i) > 0}；不可约类内相同。树上简单
游动常用“到根距离”的偏游动或有效电阻判暂留。

Poisson 过程 rate λ

N(0) = 0；独立平稳增量；N(t)−N(s) ∼ Pois(λ(t− s))。

• 间隔 Si
iid∼ Exp(λ)（rate）；

• 到达时刻 Tn =
∑n

i=1 Si ∼ Γ(n, rate λ)；
• {N(t) ≥ n} = {Tn ≤ t}；
• 给定 N(t) = n，到达时刻是 n 个 U(0, t) 的次序统计量；

• 独立叠加 rates 相加；p-稀疏化得 rate pλ；
• N(t)− λt 为鞅。

Brownian motion
B0 = 0；连续路径；独立平稳高斯增量，Bt −Bs ∼ N(0, t− s)。

(Bct)t≥0
d
= (

√
cBt)t≥0, Cov(Bs, Bt) = min(s, t).

反射原理（a > 0）：

P
(

sup
s≤t

Bs ≥ a

)
= 2P(Bt ≥ a).

首达 Ta = inf{t : Bt = a}：
Ee−λTa = e−|a|

√
2λ, P(Ta <∞) = 1.

区间出口 τ = inf{t : Bt /∈ (a, b)}，x ∈ (a, b)：

Px(Bτ = b) =
x− a

b− a
, Exτ = (x− a)(b− x).

Brownian bridge / 条件高斯
Wt = Bt − tB1，则 W0 =W1 = 0，中心高斯，

Cov(Ws,Wt) = min(s, t)− st.

证明两个高斯过程有限维分布相同：只需逐项核对均值与协方差矩

阵。正半轴吸收密度用反射：pt(x, y)− pt(x,−y)（x, y > 0）。

Galton–Watson
后代 PGF f(s) = EsX，Z0 = 1：

E(sZn+1 | Fn) = f(s)Zn , EZn = mn, EsZn = f◦n(s).

灭绝概率 q 是 f(s) = s 在 [0, 1] 的最小根；m ≤ 1 ⇒ q = 1（非退

化常规条件），m > 1 ⇒ q < 1。边独立保留概率 p 后有效均值 pm，

临界 pc = 1/m。

随机过程必坑

平稳分布存在 ̸= 极限分布必存在；不可约还不够，收敛常需非周
期且正常返。Poisson 第 n 次到达是 Gamma，不是 exponential。
Brownian 的 Ta 均值为无穷，不能机械对 Bt∧Ta 使用期待停结论

求 ETa。

抽样分布、指数族与正态样本
精确分布与渐近分布必须分开写

正态样本三件套

Xi
iid∼ N(µ, σ2)，

X̄ ∼ N(µ, σ2/n),
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1, X̄ ⊥⊥ S2,

X̄ − µ

S/
√
n

∼ tn−1.

Cochran 骨架：将高斯向量投影到 span(1) 与其正交补；正交高斯投
影独立，平方范数给 χ2。

χ2, t, F 构造

若 Z ∼ N(0, 1)，U ∼ χ2
ν 且独立：

T =
Z√
U/ν

∼ tν .

若 U ∼ χ2
m, V ∼ χ2

n 独立：

F =
U/m

V /n
∼ Fm,n, F−1

m,n ∼ Fn,m.

分位数记 P(T ≤ tν,p) = p、P(χ2
ν ≤ χ2

ν,p) = p。

随机样本与统计量

统计量不能含未知参数；估计量是统计量，估计值是代入观测后的数。

S2 = (n− 1)−1∑(Xi − X̄)2 无偏；n−1∑(Xi − X̄)2 是正态方差的

MLE。
样本矩联合渐近：对 Wi = (h1(Xi), . . . , hk(Xi)) 用多元 CLT，再对
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g(W̄ ) 用 Delta；样本相关系数即此模板。
指数族识别

一参数标准形：

fη(x) = h(x) exp{ηT (x)−A(η)}.
iid 样本自然统计量

∑
i T (Xi)；

A′(η) = EηT (X), A′′(η) = Varη T (X).

满秩自然指数族且自然参数空间含开集时，常可用 Laplace变换唯一
性证完全性。弯曲指数族不能机械继承完全性。

常见指数族自然统计量

模型 iid 自然统计量

Bernoulli(p)
∑
Xi

Poisson(λ)
∑
Xi

Exp(rate λ)
∑
Xi

Γ(α, scale θ)，α 已知
∑
Xi

N(µ, σ2)，σ2 已知
∑
Xi

N(µ, σ2)，二者未知 (
∑
Xi,

∑
X2

i )

U(0, θ) X(n)（支持依参数，非正则）

shifted Exp(λ, α) (X(1),
∑
Xi)（支持依参数）

抽样分布必坑

X̄ ⊥⊥ S2 是正态样本特性，不是任意总体事实。未知 σ 用 t，已

知 σ 用 Z。F 的分子/分母自由度随位置走；χ2 方差区间两端会

反序。

第一反应

看到 Normal sample且未知 µ, σ2：立即写“X̄ ⊥⊥ S2，t/χ2 pivots”；
看到平方和：先做中心/正交投影，再识别自由度。

充分、极小充分、完全与 UMVUE
六套真题全覆盖；这是统计证明题的最高频结构

充分统计量：因子分解

【看到】“压缩数据且不损失参数信息”。 在共同支配模型下，T 充

分 iff
fθ(x) = gθ(T (x))h(x).

【做】写联合密度和完整 support；把所有含 θ 的部分塞进 gθ(T )；剩

余为 h。【错】support 含 θ 时直接忽略指标函数。

极小充分：似然比判据

在常规共同支配条件下，若
fθ(x)

fθ(y)
与θ 无关 ⇐⇒ T (x) = T (y),

则 T 极小充分。【做】先分别处理零密度/support；再把比值中 θ 依

赖消掉，读出等价类。

完全性

T 完全：对任意可测 g，

Eθg(T ) = 0 ∀θ ∈ Θ ⇒ g(T ) = 0 a.s. ∀θ.
常用证明：离散族展开为幂级数逐项系数为 0；Gamma/指数族用
Laplace 变换唯一性；Binomial/Poisson 用多项式/指数生成函数。
Rao–Blackwell
若 T 充分，W 为 g(θ) 的无偏估计，令 δ(T ) = E(W | T )，则仍无
偏；平方损失下

VarW = EVar(W | T ) + VarE(W | T ) ≥ Var δ(T ).
一般凸损失由条件 Jensen 得风险不增。
Lehmann–Scheffé / Basu
若 T 完全且充分，且 δ(T )无偏估计 g(θ)，则 δ是唯一（a.s.）UMVUE。
Basu：若 T 完全充分，A ancillary（分布不含 θ），则 T ⊥⊥ A。不

需要额外假设“极小充分”。

UMVUE 标准流水线
【看到】BUE/UMVU/“最佳无偏”。
1. 找充分统计量 T；

2. 证明 T 完全；

3. 找任意简单无偏 W；

4. 算 E(W | T )，化为 T 的函数；

5. 用 Lehmann–Scheffé 收尾。
离散条件期望常转成超几何计数；指数样本给定总和时比例为 Dirich-
let/Beta；Poisson 给定总和时分量为 Binomial/Multinomial。
两个高频构造

Poisson：Xi ∼ Pois(λ)，T =
∑
Xi ∼ Pois(nλ) 完全充分；

E[(X1)k] = λk, E[(T )k] = (nλ)k,

故 λk 的 UMVUE 为 (T )k/n
k。

Exponential(rate λ)：T =
∑
Xi ∼ Γ(n, rate λ) 完全充分；对

ϕ = Pλ(X > x) = e−λx，可从 E[1{X1>x} | T ] 构造 UMVUE。
概念边界

sufficient ̸= complete；minimal sufficient ̸= complete；ancillary
不是“与参数统计量独立”的定义；Rao–Blackwell 必须真的取条
件期望；Lehmann–Scheffé 必须 complete + sufficient。

点估计、MLE、Fisher 信息与 CRLB
先求存在性，再谈 score；先查正则性，再谈信息下界
矩估计 / MLE
矩法：选与参数同维的理论矩mj(θ) = EθX

j，令mj(θ) = n−1∑Xj
i

并解；检查解落在 Θ。

MLE：
1. 写 L(θ;x) 和含参数的 support；
2. 确定观测给出的可行参数集；
3. interior 用 score/Hessian；
4. 比较边界、端点与极限；
5. 明确 exists / unique / set-valued。
不变性：若 η = g(θ) 且目标可识别，η̂ = g(θ̂)（必要时在像空间最大

化）。

评价估计量

偏差 bθ(T ) = EθT − g(θ)；

MSEθ(T ) = Varθ(T ) + bθ(T )
2.

相合：Tn
P−→ g(θ)；渐近无偏不等于相合。效率比较需同一目标、同

一损失/渐近尺度；无偏不等于有效，MLE 不一定无偏。
Fisher 信息
单样本 score U1(θ) = ∂θ log fθ(X)：

I1(θ) = EU2
1 , qquadIn(θ) = nI1(θ).

正则时 EU1 = 0 且

I1(θ) = −E ∂2
θ log fθ(X).

重参数 η = g(θ)（一维）：Iη(η) = Iθ(θ)(dθ/dη)
2。多参数用 Jacobian

夹乘。

Cramér–Rao 下界
若 T 无偏估计 g(θ)，且共同 support、可微、可交换微分积分、0 <

In(θ) <∞：

Varθ(T ) ≥
[g′(θ)]2

In(θ)
.

证明骨架：ET = g(θ)微分得 Cov(T,Un) = g′(θ)；Cauchy–Schwarz；
VarUn = In。等号 iff T − g(θ) = a(θ)Un a.s.
MLE 相合性模板
令 Mn(θ) = n−1ℓn(θ)。

1. LLN/ULLN：Mn →M(θ) = Eθ0 log fθ(X)；

2. KL：M(θ0)−M(θ) = D(Pθ0∥Pθ) ≥ 0；

3. 可识别性给唯一最大点 θ0；

4. 紧性/一致收敛 + argmax 定理得 θ̂
P−→ θ0。

不能只写“由 LLN，MLE 相合”。
MLE 渐近正态
正则、真参数内点、信息正定、相合且余项可控：

0 = Un(θ̂) = Un(θ0) +Hn(θ̃)(θ̂ − θ0),
√
n(θ̂ − θ0) ⇒ N

(
0, I1(θ0)

−1).
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多参数协方差为 I1(θ0)
−1；对 g(θ) 再用 Delta。

非正则模型

Uniform 端点、shifted exponential、开参数边界、混合/不可识别
模型：score 均值零、CRLB、

√
n-正态、Wilks 可能失效。优先求

极端次序统计量的精确尾概率；典型速度为 n，极限常为 exponen-
tial/比值。

区间估计与检验基础
pivot 的分布必须不含未知参数；先定 exact 还是 asymptotic

枢轴量套路

【看到】“构造 1− α 置信区间”。 【想到】找 Q(X, θ) 且其分布

与 θ 无关。

1. 取 a, b 使 P(a ≤ Q ≤ b) = 1− α；

2. 对不等式反解 θ；

3. 保持不等号方向，若含倒数注意端点反序；
4. 报告精确/渐近覆盖率。
正态总体置信区间

目标/条件 1− α 区间

µ，σ 已知 X̄ ± z1−α/2σ/
√
n

µ，σ 未知 X̄ ± tn−1,1−α/2S/
√
n

σ2，µ 未知

(
(n− 1)S2

χ2
n−1,1−α/2

,
(n− 1)S2

χ2
n−1,α/2

)
两个独立正态方差比用 F；均值差按是否配对、方差是否已知/相等
选择 Z/t/Welch。
大样本区间

若
√
n(Tn − θ)/ŝ⇒ N(0, 1)：

Tn ± z1−α/2
ŝ√
n
.

MLE Wald：θ̂ ± z1−α/2/

√
In(θ̂)。比例 Wald 在边界差，优先

score/Wilson 或精确二项（材料若要求 exact）。
检验基本对象

检验函数 ϕ(x) ∈ [0, 1]，ϕ = 1 表示拒绝。

βϕ(θ) = Eθϕ(X) (power),
size(ϕ) = sup

θ∈Θ0

βϕ(θ), level α : size ≤ α.

Type I：H0 真却拒绝；Type II：H1 真却不拒绝；对具体备择 θ，

power = 1− βII(θ)。

p-value
给定观测统计量 tobs，p-value 是在 H0 下“至少同样极端”的尾概

率（复合 H0 常取上确界），是使当前观测恰被拒绝的最小显著性水

平。

【错】p-value 不是 P(H0 真 | X)，也不是重复实验中犯 I 类错误的
概率。

检验–区间对偶
若对每个 θ0 有 level α 检验 ϕθ0，则

C(X) = {θ0 : ϕθ0(X) = 0}
是覆盖率至少 1− α 的置信集。单调检验反演时先解“哪些 θ0 不被

拒绝”，比死背区间稳。

区间/检验必坑

σ 已知/未知要分清；χ2 区间上下分位数反序；pivot 分布不能含
未知参数；置信区间的随机性在抽样前，不能把已算出的固定区间

说成“以 1− α 概率包含该固定参数”。

NP、MLR、UMP、LRT 与三大渐近检验
检验题必须写拒绝方向、临界值来源、size 与功效
Neyman–Pearson
【看到】simple H0 : θ = θ0 vs simple H1 : θ = θ1。 【写】最强

level α 检验拒绝当
fθ1(x)

fθ0(x)
> k,

边界 = k 可按概率 γ 随机化，使 Eθ0ϕ = α。

证明骨架：对任意 level α 的 ψ，利用 (ϕ − ψ)(f1 − kf0) ≥ 0 积分，

得 E1ϕ ≥ E1ψ。

MLR / Karlin–Rubin
族关于 T 有单调似然比：θ2 > θ1 时 fθ2/fθ1 随 T 单调增加。则检

验 H0 : θ ≤ θ0 vs H1 : θ > θ0 的 UMP level α 通常在 T 大时拒绝，

临界值由边界 θ0 定；单调递减则方向反转。

【做】若假设写在 g(θ) 上，先翻译回原参数并检查单调方向。

双侧 UMP

双侧问题通常不存在 UMP。证明套路：分别选左右两个 simple备
择；NP 唯一最强检验要求相反尾部；若同一检验 UMP 则必须同
时等于两者，矛盾。双侧 LRT 存在不代表双侧 UMP 存在。
广义似然比

Λ(x) =
supθ∈Θ0

L(θ;x)

supθ∈Θ L(θ;x)
∈ [0, 1],

小 Λ 拒绝。正则、真参数为内点、维数差 r：

−2 logΛ ⇒ χ2
r.

【做】必须分别求受限/非受限 MLE；边界、支持依参数、不可识别
时 Wilks 可能失败。
Wald / Score / LR
一维 H0 : θ = θ0：

W = In(θ̂)(θ̂ − θ0)
2,

S =
Un(θ0)

2

In(θ0)
, LR = 2{ℓn(θ̂)− ℓn(θ0)}.

正则 H0 下均⇒ χ2
1，局部备择下一阶等价。Wald对重参数敏感；LR

一一重参数不变；Score 不需拟合非受限参数（简单 H0）。

常见精确检验

模型 H0 下统计量

N(µ, σ2)，σ 已知 Z = (X̄ − µ0)/(σ/
√
n)

N(µ, σ2)，σ 未知 T = (X̄ − µ0)/(S/
√
n)

正态方差 (n− 1)S2/σ2
0 ∼ χ2

n−1

两正态方差比 (S2
1/σ

2
1)/(S

2
2/σ

2
2) ∼ F

Bernoulli
∑
Xi ∼ Bin(n, p0)；离散时可能随机化

Exp rate λ 2λ0

∑
Xi ∼ χ2

2n

检验作答 6 行模板
1. 参数假设与单/双侧；2. 统计量及其单调方向；3. 定理

（NP/KR/LRT）及条件；4. 拒绝域含随机化；5. 临界值使最不利
H0 下拒绝率为 α；6. 写功效函数并说明 UMP/MP/渐近 level。
检验必坑

Type I =真 H0 被拒；Type II =假 H0 未拒；power = 1−β。NP
只针对 simple vs simple。离散模型不随机化可能只能做到 level α
而非 size 恰为 α。

Bayes、决策、渐近统计与线性模型边界
Bayes/决策近五套全出现；线性模型自 2027 春起正式入纲

后验与共轭

π(θ | x) = L(θ;x)π(θ)∫
L(u;x)π(u)du

∝ L(θ;x)π(θ).

后验风险 ρ(a | x) = E[L(θ, a) | x]；逐点最小化即 Bayes rule。
• 平方损失：后验均值；

• 绝对损失：后验中位数；

• 0–1 损失（离散）：后验众数；
• 加权平方损失：按权重后的后验矩比。

共轭更新（rate 记法）
模型/先验 后验

Xi ∼ Bern(p)，p ∼ Beta(a, b) p | x ∼ Beta(a + S, b +

n− S)

Xi ∼ Pois(λ)，λ ∼ Γrate(a, b) Γrate(a+ S, b+ n)

Xi ∼ Exp(λ)，λ ∼ Γrate(a, b) Γrate(a+ n, b+ S)

Xi ∼ N(µ, σ2)，σ2 已知，µ ∼ N(m0, v0) v
−1
n = v−1

0 +n/σ2，mn =

vn(m0/v0 + nx̄/σ2)
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minimax / admissible
风险 R(θ, δ) = EθL(θ, δ(X))。

• 若 δ 是 Bayes 且 R(θ, δ) ≡ c，常可由 rπ ≤ supθ R 证 minimax。
• 广义 Bayes：用 proper priors πk 逼近，若 Bayes risks rπk ↑

supR(θ, δ)，则 minimax。
• proper prior 下 Bayes rule 若 a.s. 唯一且风险有限，常可推出

admissible（需模型条件）。
• 参数空间有约束时，投影估计量常逐点降低平方损失。

渐近估计/检验总链
LLN/ULLN ⇒ θ̂

P−→ θ0,

score CLT + Hessian LLN ⇒
√
n(θ̂ − θ0) ⇒ N(0, I−1

1 ),

局部二次展开⇒ LR,Wald, Score ⇒ χ2
r.

统一条件清单：可识别；真参数内点；参数无关 support；二/三阶可
微；可交换积分微分；信息有限正定；一致性与余项控制。

MAP 与不当先验

MAP是对“所声明参数的后验密度”取众数；换元会乘 Jacobian，
故 MAP不具一般重参数化不变性。improper prior只有在后验可
归一化时才给 generalized Bayes rule；还要检查所需后验矩是否
有限。

线性模型：仅边界速记

新版大纲自 2027 春正式加入；但 2024 秋真题已考基础 Gauss–
Markov。现行备考只保留：

Y = Xβ + ε, Eε = 0, Cov(ε) = σ2I, rankX = p,

β̂ = (XTX)−1XTY, Cov(β̂) = σ2(XTX)−1.

Gauss–Markov：任意线性无偏 AY 可写 A = (XTX)−1XT + D

且 DX = 0，故协方差差 σ2DDT ⪰ 0。正态且 σ2 已知：I(β) =

XTX/σ2。

决策必坑

Bayes 不自动等于 minimax；常风险本身也不够，需 Bayes/极限
Bayes下界。admissible是“无规则处处不差且至少一点更好”。广
义 Bayes 不自动 admissible。

高频证明骨架与材料核对提醒
写出条件、核心等式、收尾；不展开长证明

独立性 求边缘 → 核对乘积 support → 证联合分解；或证联合变

换/特征函数分解。 条件：“不相关”仅联合高斯时可升级；两两独
立不够。

期望恒等式 指示函数/尾积分 → Tonelli（非负）或 Fubini（绝对可
积）→ 逐项计算。 条件：说明为何可交换和、积分、期望。
BC / 极值 a.s. 写 An 与 limsup → 估尾概率和；BC1 给上界，独
立子序列 + BC2 给下界。 条件：BC2 需独立或适当弱化；阈值两
侧各做一次。

CLT / 三角阵 中心化 → 算 s2n → 查 Lindeberg/CF 小量展开 →
Lévy。 条件：归一化先定；极限方差非零。

条件期望 候选量证 G-可测→ 对任意 G ∈ G 验积分等式→ 唯一性。
条件：Tower 要有 H ⊂ G；取出量需可测/可积。
鞅 / OST 适应 +可积 +条件期望→停在 τ ∧N →用支配/UI/有
界增量放极限。 条件：“a.s. 有限停时”不单独保证 OST。
Markov / 平稳 独立新噪声把条件分布缩到当前态 → 写 P；解

πP = π 或 detailed balance。 条件：收敛还查不可约、非周期、正
常返。

充分 / 极小 联合 density 因子分解；极小充分用 fθ(x)/fθ(y) 的参

数无关等价类。 条件：共同支配与 support；零密度点单独处理。
完全性 设 Eθg(T ) = 0 全部 θ → 幂级数/Laplace 变换恒零 → 唯一
性得 g = 0 a.e. 条件：“对所有 θ”与 integrability 不可省。
Rao–Blackwell δ = E(W | T ) → Tower 保无偏 → 全方差/条件
Jensen 降风险。 条件：T 充分使改进量不含未知参数。
Lehmann–Scheffé 构造完全充分 T 的无偏函数；任一 UMVUE
Rao–Blackwell 到 T；差期望恒零，完全性给唯一。 条件：complete
+ sufficient。

MLE 相合 归一化 log-likelihood 一致收敛 → KL 唯一极大 →
argmax。 条件：可识别、紧性/分离；不能只用点态 LLN。
MLE 渐近正态 score 真值 Taylor → score CLT → Hessian LLN
→ Slutsky。 条件：内点、正则、信息正定、相合与余项。

CRLB 微分 ET = g(θ) → Cov(T,U) = g′ → Cauchy–Schwarz。
条件：support 参数无关、可交换微分积分、0 < I <∞。
NP / UMP LR 阈值 → (ϕ−ψ)(f1 − kf0) ≥ 0 积分；复合一侧再

用 MLR/KR。 条件：NP 是 simple-simple；边界可随机化；写功效
与 size。
minimax 算风险上界 C → proper priors 使 Bayes risk ↑ C → 任

意规则最大风险 ≥ C。 条件：常风险需配合 Bayes/极限 Bayes。
材料核对提醒

• 中文现行/新版考纲写“变量和协方差”，英文对应为“Variance
and covariance”，应读作“方差和协方差”。

• Gamma 在材料中同时出现 rate/scale；本文默认 Γ(α, θ) 为

shape–scale，凡 rate 均明确写 Γrate。

• 几何/负二项支撑有两套习惯；本文 Geom表示首次成功试验次
数（从 1），NegBin 表示第 r 次成功前失败数（从 0）。

范围核对提醒

• 2027 春新版唯一实质新增模块是线性模型；但 2024 秋 Q8 已
提前考 Gauss–Markov/Fisher 信息。

• 复习讲义自述覆盖 2024S–2026S 五套，未纳入目录中另有的
2023F；本文已从原卷补入其 Markov/渗流、随机矩阵、正态
UMP、Cauchy 极小充分与非唯一 MLE 信号。

• 讲义提示其统计分布汇总页有疑似排版/转录错误；本文分布公
式按 PMF/PDF 重新核验，不沿用可疑条目。

概统终极公式速查 I：离散分布
统一记号：q = 1 − p；MGF 为 MX(t) = EetX

Bernoulli(p) pxq1−x，x ∈ {0, 1}；EX = p, VarX = pq；M =

q + pet；Xk = X，独立和为 Binomial。
Binomial(n, p)

(
n
x

)
pxqn−x，x = 0:n；E = np, Var = npq；M =

(q + pet)n；np→ λ, p→ 0 时近 Pois。
Poisson(λ) e−λλx/x!，x ≥ 0；E = Var = λ；M = exp{λ(et − 1)}；
独立和参数相加，E(X)k = λk。

Geom(p) pqk−1，k ≥ 1；E = 1/p, Var = q/p2；M = pet/(1−qet)，
t < − log q；首次成功次数、无记忆。
NegBin(r, p)

(
k+r−1

k

)
prqk，k ≥ 0；E = rq/p, Var = rq/p2；

M = [p/(1− qet)]r；第 r 次成功前失败数。

Multinomial(n,p) n!
∏
p
xj

j /
∏
xj !，

∑
xj = n；EXj = npj，

VarXj = npj(1 − pj)，Cov(Xi, Xj) = −npipj；联合 MGF
(
∑
pje

tj )n。

Discrete Uniform{1, . . . ,m} p(x) = 1/m；E = (m+1)/2, Var =
(m2−1)/12；M = et(1−emt)/[m(1−et)]；未知上端点用 X(n)，sup-
port 依参数。
PGF 与阶乘矩
非负整数值 X：GX(s) = EsX，

G′
X(1) = EX, G

(k)
X (1) = E(X)k.

独立和的 PGF 相乘。复合和 S =
∑N

i=1Xi（N ⊥⊥ Xi）：

GS(s) = GN (GX(s)).

Poisson / Binomial 条件结构
独立 Xi ∼ Pois(λi)，T =

∑
Xi：

T ∼ Pois(λ+), (X1, . . . , Xk) | T = n ∼ Mult
(
n;

λi

λ+

)
.

因此 X1 | T = n ∼ Bin(n, λ1/λ+)。这是 Poisson UMVUE 条件化
的快捷键。

离散题三步

【看到】求分布/期望/检验。 【做】

1. 写 support，尤其 Geom/NegBin 的 0/1 起点；
2. 识别 iid 和、条件于总数、生成函数；
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3. 离散检验检查临界点随机化。
离散分布易错

Poisson 参数既是均值也是方差，但 Poisson 混合后通常不再是
Poisson；Binomial 各分量在 multinomial 中负相关；Geom 无记
忆是 P(G > m + n | G > m) = P(G > n)，支撑定义改变时写法

也随之改变。

近六套高频离散对象

Bernoulli/Binomial用于MLR、分位数、UMVUE；Poisson用于随
机指数矩、完整充分与复合参数；随机游动的 ±1增量用 MGF/指
数鞅。先写生成函数往往比直接求和更快。

概统终极公式速查 II：连续分布
默认 Γ(α, θ) 为 shape–scale；Exp 明确使用 rate λ

U(a, b) f = (b−a)−1，a < x < b；E = (a+b)/2, Var = (b−a)2/12；
M = (etb − eta)/[t(b− a)]；未知端点非正则，极值用 CDF。
Exp(rate λ) f = λe−λx，x > 0；E = 1/λ, Var = 1/λ2；

M = λ/(λ− t)，t < λ；无记忆、Poisson 等待时间。
Γ(α, θ) f = xα−1e−x/θ/[Γ(α)θα]，x > 0；E = αθ, Var = αθ2；

M = (1− θt)−α；同 scale 和的 shape 相加。
Beta(α, β) f = xα−1(1−x)β−1/B(α, β)，0 < x < 1；E = α/(α+β)，

Var = αβ/[(α+ β)2(α+ β + 1)]；M = 1F1(α;α+ β; t)。

N(µ, σ2) f = (
√
2πσ)−1e−(x−µ)2/(2σ2)；E = µ, Var = σ2；M =

eµt+σ2t2/2；独立线性组合仍正态。

χ2
ν f = xν/2−1e−x/2/[2ν/2Γ(ν/2)]，x > 0；E = ν, Var = 2ν；

M = (1− 2t)−ν/2；等于 Γ(ν/2, 2) 与
∑ν

1 Z
2
i。

tν f = Γ((ν+1)/2)[1+x2/ν]−(ν+1)/2/[
√
νπΓ(ν/2)]；E = 0（ν > 1），

Var = ν/(ν − 2)（ν > 2）；MGF 不存在；Z/
√
U/ν。

Fm,n support x > 0；E = n/(n− 2)（n > 2），Var = 2n2(m+ n−
2)/[m(n− 2)2(n− 4)]（n > 4）；MGF 不存在；(U/m)/(V /n)，倒

数交换自由度。

Cauchy(θ, γ) f = {πγ[1+ ((x− θ)/γ)2]}−1；均值、方差、MGF 均
不存在；MLE 可不唯一，样本均值不相合于位置。
Beta–Gamma–χ2 网络

X ∼ Γ(α, θ), Y ∼ Γ(β, θ), X ⊥⊥ Y

X+Y ∼ Γ(α+β, θ),
X

X + Y
∼ Beta(α, β), X

X + Y
⊥⊥ (X+Y ).

χ2
ν = Γ(ν/2, 2)；若 X ∼ Γ(α, θ)，则 2X/θ ∼ χ2

2α。

Normal 线性与二次型
独立 Xi ∼ N(µi, σ

2
i )：∑
aiXi ∼ N

(∑
aiµi,

∑
a2iσ

2
i

)
.

Z ∼ Nd(0, I)，对称幂等矩阵 A 的 rank 为 r：ZTAZ ∼ χ2
r。两个正

交投影交叉乘积为 0 时，相应高斯二次型独立（Cochran）。
分布关系一眼判定

• 等待时间/无记忆 → Exp；第 n 次到达 → Gamma(rate)。
• 正态平方和 → χ2；标准正态除以独立均方根 → t；两个独立均方

比 → F。

• 同 scale Gamma 的“比例 + 总和”→ Beta 且独立。
• U(0, 1) 次序统计量 U(k) → Beta(k, n+ 1− k)。

连续分布易错

Gamma 的 rate/scale 不混用；正态第二参数是方差；密度可以大
于 1；连续单点概率为 0；t, F 的 MGF 一般不存在；正态缩放时
标准差乘 |a|。

概统终极公式速查 III：全卷压缩清单
最后 3 分钟：条件、support、方向、自由度、参数化

概率 / 变换

P(Bk | A) = P(A | Bk)P(Bk)∑
j P(A | Bj)P(Bj)

.

VarX = EVar(X | Y ) + VarE(X | Y ).

fX+Y (z) =

∫
fX(x)fY (z − x)dx,

fU (u) =
∑

x:g(x)=u

fX(x)

∣∣∣∣dxdu
∣∣∣∣ .

二维变换：逆映射 → 新 support → | det ∂(x, y)/∂(u, v)|。
LLN / CLT / Delta

E|X| <∞ ⇒ X̄
a.s.−−→ µ,

√
n(X̄ − µ)

σ
⇒ N(0, 1),

√
n{g(Tn)− g(θ)} ⇒ N(0, DgV DgT ).

三角阵：s2n =
∑

VarXnk，查 s−2
n

∑
E[X2

nk1|Xnk|>εsn ] → 0。

随机过程

Mn(t) = etSn/MX(t)n, euBt−u2t/2; OST 先停τ ∧N.
πP = π, πiPij = πjPji; TPois

n ∼ Γ(n, rate λ).
P(sup

s≤t
Bs ≥ a) = 2P(Bt ≥ a), Ee−λTa = e−|a|

√
2λ.

GW：E(sZn) = f◦n(s)，灭绝率是 f(q) = q 最小根。

抽样分布

X̄ ∼ N(µ, σ2/n), X̄ ⊥⊥ S2,

X̄ − µ

S/
√
n

∼ tn−1,
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2

n−1.

次序：fX(k)
= n!

(k−1)!(n−k)!
F k−1(1− F )n−kf。

估计 / 信息 / UMVUE
θ̂MLE ∈ arg max

θ∈Θ
L(θ;x), In = nI1 = nE(∂θ log f)2,

Var(T ) ≥ [g′(θ)]2

In(θ)
,

√
n(θ̂ − θ0) ⇒ N(0, I−1

1 ).

UMVUE：因子分解找充分 → 幂级数/Laplace 证完全 → 无偏 W

→ E(W | T ) → Lehmann–Scheffé。
置信区间

µ : X̄ ± z1−α/2σ/
√
n (σ 已知),

µ : X̄ ± tn−1,1−α/2S/
√
n (σ 未知),

σ2 :

(
(n− 1)S2

χ2
n−1,1−α/2

,
(n− 1)S2

χ2
n−1,α/2

)
.

通用：P(a ≤ Q(X, θ) ≤ b) = 1− α，再反解。

检验

size = sup
Θ0

Pθ(reject), power = Pθ(reject).

NP：simple-simple按 f1/f0 大拒绝；MLR +单侧⇒ Karlin–Rubin
UMP；

Λ =
supΘ0

L

supΘ L
, −2 logΛ ⇒ χ2

r (正则).

p-value 是 H0 下尾概率，不是 P(H0 | X)。

最终红线

• support 是否依参数/外变量？
• Gamma rate/scale？Geom 从 0/1？Normal 第二参数？
• Fisher 是单样本还是 n 样本？CRLB/Wilks 正则条件？
• t/χ2/F 自由度与区间端点顺序？

• NP 是否被误用到复合问题？离散临界点是否随机化？
• sufficient / minimal / complete / ancillary 是否混淆？

考场收尾句模板

“上述定理的条件已逐项满足，因此结论为（精确/渐近）……；临
界值由最不利原假设参数下拒绝概率等于 α 确定；所有积分均在

所述 support 上进行。”
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