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使用说明

全书依赖顺序为：测度与积分、条件期望、收敛与极限定理、鞅和随机过程、充分性与估计、
检验与 Bayesian、渐近统计、线性模型。Delta 方法只在第 4 章证明，后续直接引用；条件期望
只在第 3 章建立，鞅与 Rao–Blackwell 不重复定义。
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verified_candidate，不覆盖独立核验解答，也不称为官方答案。
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第一部分

Probability Foundations and Limits

1



第一章 概率空间、随机变量与分布

学习目标
本章建立全书共同语言：从样本空间上的事件与概率测度出发，严格说明随机变量、分布、

独立性和随机向量。学完后应能把“抛硬币”“取最大值”“变量变换”等叙述翻译为可计

算的测度问题，并能识别离散与连续公式背后的同一结构。

1.1 为什么从概率空间开始
概率题常以随机变量开头，但随机变量本身不是“会随机变化的数”，而是把基本结果映到数

轴的可测函数。三元组
(Ω,F ,P)

称为概率空间：Ω 是所有基本结果的集合，F 是允许赋予概率的事件族，P 是总质量为 1 的测度。
若只写 P(A) 而不说明 A 是否为事件，则极限、条件概率和积分中的可测性问题都会被掩盖。

定义 1.1 (概率空间). 集合族 F ⊆ 2Ω 若满足

Ω ∈ F , A ∈ F =⇒ Ac ∈ F , An ∈ F =⇒
⋃
n≥1

An ∈ F ,

则称为 σ-代数。若 P : F → [0, 1] 满足 P(Ω) = 1，且对两两不交的 An 有

P

⋃
n≥1

An

 =
∑
n≥1

P(An),

则 (Ω,F ,P) 是概率空间。

命题 1.1 (测度的连续性). 若 An ↑ A，则 P(An) ↑ P(A)；若 An ↓ A，则 P(An) ↓ P(A)。

证明. 令 B1 = A1，Bn = An \An−1。这些集合两两不交且 A =
⋃

nBn，于是

P(An) =
∑
k≤n

P(Bk) ↑
∑
k≥1

P(Bk) = P(A).

递减情形对补集使用递增结论即可；这里用到了 P(Ω) <∞。

2



概率统计复习资料 第一章 概率空间、随机变量与分布

易错点
有限可加不能替代可列可加。概率极限中出现的 lim supAn、lim infAn 都含可列并交；若

只掌握有限并的公式，Borel–Cantelli 引理和几乎处处收敛便无从成立。

1.2 由集合运算读懂随机事件
对任意事件列 (An)，定义

lim sup
n→∞

An =
⋂
m≥1

⋃
n≥m

An, lim inf
n→∞

An =
⋃
m≥1

⋂
n≥m

An.

前者表示“无穷多个 An 发生”，也记作 {An i.o.}；后者表示“从某一项起所有 An 都发生”。逐
点看指标函数可得

1lim infAn ≤ lim inf
n

1An ≤ lim sup
n

1An ≤ 1lim supAn .

这些集合恒等式将在第 五 章直接转化为尾事件判断。
例题 1.1 (至少一次与首次发生). 若 An 表示第 n 次试验成功，则

{至少成功一次} =
⋃
n≥1

An, {T = n} = An ∩
⋂
k<n

Ac
k,

其中 T = inf{n : An 发生}。若 An 独立且 P(An) = p，则 P(T = n) = (1− p)n−1p。

1.3 随机变量与分布
定义 1.2 (随机变量与分布). 函数 X : Ω → R 若满足

{X ≤ x} = X−1((−∞, x]) ∈ F , x ∈ R,

则称为实值随机变量。其分布是实数轴上的概率测度

µX(B) = P(X ∈ B), B ∈ B(R),

分布函数为 FX(x) = P(X ≤ x)。
只检查半直线足够，是因为这些半直线生成 Borel σ-代数。分布函数恰好满足：单调不减、右

连续、F (−∞) = 0、F (+∞) = 1；反过来，每个满足这些条件的函数都唯一对应一个概率分布。
命题 1.2 (由分布函数计算区间概率). 对 a < b，

P(a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a), P(X = a) = FX(a)− FX(a−).

因此 FX 在 a 连续当且仅当 P(X = a) = 0。
证明. 事件 {X ≤ b} 是 {X ≤ a} 与 {a < X ≤ b} 的不交并。第二式令 x ↑ a 并用测度连续性即
可。

3
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例题 1.2 (混合分布). 设 P(X = 0) = 1/3，且在事件 {X 6= 0} 上 X 服从参数为 1 的指数分布。
则

FX(x) =


0, x < 0,

1
3 , x = 0,

1− 2
3e

−x, x > 0.

它既有原子又有密度部分。把“有分布函数”等同于“有密度”会漏掉原子质量。

1.3.1 分布相同不等于随机变量相等
记 X

d
= Y 表示 µX = µY 。这只比较边缘分布，不说明 X,Y 在同一概率空间上的逐点关系。

例如 U ∼ Unif(0, 1) 时，U
d
= 1− U，但二者通常不相等。独立性更不能由边缘分布决定。

易错点
“同分布”是推前测度相同；“几乎处处相等”是 P(X = Y ) = 1。后者推出前者，反向不成

立。以后截断变量 Yn = Xn1{|Xn|≤n} 一般也不与 Xn 同分布。

1.4 随机向量、联合分布与独立性
随机向量 X = (X1, . . . , Xd) 是从 Ω 到 Rd 的可测映射。联合分布函数

FX(x1, . . . , xd) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd)

决定全部联合概率；各边缘分布只由令其余坐标趋于 +∞ 得到。

定义 1.3 (独立). σ-代数 Gi 相互独立，若任取有限个不同指标及 Ai ∈ Gi 均有

P

(⋂
i

Ai

)
=
∏
i

P(Ai).

随机变量 Xi 相互独立，若 σ(Xi) 相互独立。对两个变量，等价地，所有 Borel 集 A,B 满足

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B).

命题 1.3 (独立变量的函数仍独立). 若 X1, . . . , Xk 相互独立，且 gi 为 Borel 可测函数，则
g1(X1), . . . , gk(Xk) 相互独立。

证明. {gi(Xi) ∈ Bi} = {Xi ∈ g−1
i (Bi)} ∈ σ(Xi)，代入独立 σ-代数的定义即可。

反例 1.1 (两两独立不推出相互独立). 令 U, V 为独立 Rademacher 变量，取 W = UV。任意两
个都独立，但 UVW = 1 恒成立，故三者不相互独立。资格考试中若要把多个概率相乘，必须确
认所需的是相互独立还是仅两两独立。
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1.5 变量变换：先找原像，再求分布
设 Y = g(X)。最稳妥的起点不是背 Jacobian，而是

P(Y ∈ B) = P(X ∈ g−1(B)).

若 g 严格递增，FY (y) = FX(g−1(y))；若 g 严格递减，FY (y) = 1− FX(g−1(y)−)。当 X 有密度
且 g 分段一一可微时，

fY (y) =
∑

x:g(x)=y

fX(x)

|g′(x)|
.

例题 1.3 (平方变换必须累加所有原像). 若 X ∼ N(0, 1)，Y = X2，则 y > 0 有两个原像 ±√
y，

fY (y) =
ϕ(
√
y) + ϕ(−√

y)

2
√
y

=
1√
2πy

e−y/2.

漏掉负根会使密度积分只有 1/2。

定理 1.4 (二维变换公式). 设 (X,Y ) 有联合密度 fX,Y，映射 T (x, y) = (u, v) 在区域内一一、连
续可微，逆映射为 (x(u, v), y(u, v))，且 Jacobian 非零，则

fU,V (u, v) = fX,Y (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣
在像区域内成立，区域外为零。

证明. 对任意有界可测函数 φ，普通多元换元公式给出

Eφ(U, V ) =

∫∫
φ(T (x, y))fX,Y (x, y) dx dy

=

∫∫
φ(u, v)fX,Y (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
由密度刻画即得结论。若映射不是一一的，应分支求和。

例题 1.4 (和与比例). 若 X,Y 独立且均服从 Exp(1)，令 S = X + Y、U = X/(X + Y )。逆变换
为 x = su, y = s(1− u)，Jacobian 为 s，像区域为 s > 0, 0 < u < 1。故

fS,U (s, u) = e−ss 1{s>0, 0<u<1},

因而 S ∼ Γ(2, 1)、U ∼ Unif(0, 1)，且二者独立。这里“密度因子可分离”只有在支撑集也是直积
时才推出独立。

1.6 分位数与概率积分变换
定义 1.4 (广义逆). 分布函数 F 的广义逆定义为

F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, 0 < u < 1.

5
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定理 1.5 (概率积分变换). 若 U ∼ Unif(0, 1)，则 F−1(U) 的分布函数为 F。若 F 连续，则
F (X) ∼ Unif(0, 1)；若 F 有跳跃，后一结论一般不成立。

证明. 广义逆满足 F−1(u) ≤ x 当且仅当 u ≤ F (x)，故

P(F−1(U) ≤ x) = P(U ≤ F (x)) = F (x).

连续情形可由广义逆关系或分位数逼近得到第二个结论。

答题方法
处理分布与变换题时依次检查：

1. 写清随机对象及其支撑；

2. 用事件原像先求分布函数，或写出完整逆变换；

3. 多对一映射对所有原像求和；

4. 变换后重新写支撑集，不能只变公式；

5. 用总积分为 1、边缘分布或极端情形作校验。

本节结论
概率空间提供可列运算，随机变量把样本空间推到可计算的状态空间，分布记录了单个变

量的全部概率信息，但不记录变量之间的耦合。联合分布与独立性是多变量计算的核心；变

量变换的本质始终是求事件原像。

自测

1. 构造三个两两独立但不相互独立的 Bernoulli 变量，并指出哪一个乘积公式失败。

2. 设 X 的分布函数在 0 处跳跃 1/4，求 P(X = 0)。

3. 若 X,Y 独立标准正态，求 (X + Y,X − Y ) 的联合分布并判断独立性。

4. 说明为何对含原子的分布，F (X) 未必均匀。

自测核对要点 第 1 题可取 U, V, U ⊕ V；三者同为 Bernoulli(1/2) 且两两独立，但第三个由前两
个确定。第 2 题答案为 1/4。第 3 题所得向量为中心 Gaussian，两坐标协方差为 0、方差均为 2，
故独立。第 4 题中 F (X) 在跳点会产生原子，不可能具有连续均匀分布。

1.7 测度连续性与概率的可列结构
若事件 An ↑ A，可写成不交并

A = A1 ∪̇
⋃
n≥2

(An \An−1),

6
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由可列可加性得到
P(An) ↑ P(A).

若 An ↓ A，因为概率测度有限，

P(An) = P(A1)− P(A1 \An) ↓ P(A1)− P(A1 \A) = P(A).

第二个结论对一般无限测度需要 µ(A1) <∞。概率空间自动满足这一有限性。
Boole 不等式由不交化得到

P

⋃
n≥1

An

 ≤
∑
n≥1

P(An).

它不要求独立。Borel–Cantelli 第一引理正是在尾并上使用它。

1.8 分布函数完整刻画分布
随机变量 X 的分布函数

FX(x) = P(X ≤ x)

单调不减、右连续，满足

lim
x→−∞

FX(x) = 0, lim
x→∞

FX(x) = 1.

反过来，每个满足这些性质的函数都唯一决定一个 Borel 概率测度。跳跃大小

FX(x)− FX(x−) = P(X = x)

给原子概率；连续不代表有密度，Cantor 分布是连续但奇异的标准反例。

1.9 多维变量变换与 Jacobian

若 Y = T (X)，T : Rd → Rd 在有关区域一一可微且逆 Jacobian 非奇异，则

fY (y) = fX(T−1y)
∣∣detDT−1(y)

∣∣ .
若映射多对一，要对所有逆像分支求和。

例题 1.5 (比值与和). 设 X,Y 独立指数分布，参数同为 1。令

S = X + Y, U =
X

X + Y
.

逆变换 X = US, Y = (1− U)S，区域 s > 0, 0 < u < 1，Jacobian 绝对值为 s。于是

fS,U (s, u) = e−ss.
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它分解为
(se−s) · 1,

故 S ∼ Γ(2, 1)，U ∼ Unif(0, 1)，且二者独立。

1.10 概率积分变换与分位数构造
若 F 连续，则 F (X) ∼ Unif(0, 1)。证明：对 0 < u < 1，利用广义逆

F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}

处理平坦区，可得
P(F (X) ≤ u) = u.

若 F 有跳跃，F (X) 一般不均匀。反向构造始终成立：若 U ∼ Unif(0, 1)，则

X = F−1(U)

具有分布函数 F。这是逆变换采样的数学基础。

易错点
“同分布”只说明推前测度相同。它不推出两个随机变量定义在同一概率空间，不推出逐点

相等，也不推出相互独立。耦合题必须另行指定联合分布。

自测

1. 证明递减事件列的概率连续性，并指出有限测度条件。

2. 分布函数的跳跃如何对应原子？

3. 多对一变量变换为什么要对逆像分支求和？

4. F (X) 在 F 不连续时为何未必均匀？
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第二章 积分、期望与概率不等式

学习目标
本章把期望理解为 Lebesgue积分，而不是只会“密度乘函数”。重点掌握非负函数逼近、三
大收敛定理、Tonelli–Fubini 的使用条件、尾积分公式和常用矩不等式。这些工具将直接支
撑条件期望、强大数律和鞅收敛。

2.1 从简单函数到期望
非负简单随机变量可写成 S =

∑m
k=1 ak1Ak

，其中 ak ≥ 0、Ak 两两不交。定义

ES =
m∑
k=1

akP(Ak).

对非负随机变量 X，取简单函数 0 ≤ Sn ↑ X，定义

EX = sup{ES : 0 ≤ S ≤ X, S 为简单函数}.

这个值允许为 +∞。一般实值 X 写作 X = X+ −X−；当 EX+ + EX− < ∞ 时称 X 可积，并
定义 EX = EX+ − EX−。若正负两部分都为无穷，期望没有定义，不能写成“∞−∞ = 0”。

命题 2.1 (只由分布决定的积分). 若 g 为 Borel 可测且 g(X) 非负或可积，则

Eg(X) =

∫
R
g(x)µX( dx).

特别地，若 µX 有密度 fX，则右端为
∫
g(x)fX(x) dx；离散情形则为求和。

证明. 对指标函数 g = 1B，等式就是分布的定义；由线性性推广到简单函数，再以单调收敛推广
到非负函数，最后分解正负部分。

2.2 四个基本极限定理
定理 2.2 (单调收敛定理). 若 0 ≤ Xn ↑ X 几乎处处，则

EXn ↑ EX.

证明. 单调性给出 limn EXn ≤ EX。反向对任意非负简单函数 S ≤ X 和 0 < c < 1，令 An =

9
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{Xn ≥ cS}。逐点有 An ↑ {S > 0}，故

lim inf
n

EXn ≥ lim
n

E(cS1An) = cES.

依次对所有 S ≤ X 取上确界并令 c ↑ 1。

定理 2.3 (Fatou 引理). 若 Xn ≥ 0，则

E(lim inf
n

Xn) ≤ lim inf
n

EXn.

证明. 令 Ym = infn≥mXn，则 Ym ↑ lim infXn。由单调收敛，

E lim infXn = lim
m

EYm ≤ lim
m

inf
n≥m

EXn.

定理 2.4 (控制收敛定理). 若 Xn → X 几乎处处，且存在可积 Y 使 |Xn| ≤ Y，则 X 可积且

E|Xn −X| → 0, EXn → EX.

证明. 极限保持 |X| ≤ Y。对非负变量 2Y − |Xn −X| 用 Fatou 引理：

2EY ≤ lim inf
n

(2EY − E|Xn −X|),

从而 lim supn E|Xn −X| ≤ 0。最后 |EXn − EX| ≤ E|Xn −X|。

定理 2.5 (Tonelli–Fubini). 设 f 是乘积空间上的可测函数。
1. 若 f ≥ 0，则两个迭代积分与乘积积分相等，值允许为 +∞；
2. 若 ∫∫

|f | <∞，则 f 的两个迭代积分几乎处处存在且有限，三者相等。

易错点
Tonelli 允许先交换非负积分再判断是否有限；Fubini 对有正有负的函数要求绝对可积。条
件收敛的二重级数随求和顺序改变，是“随意交换期望与求和”最典型的反例。

例题 2.1 (期望与无穷和交换). 若 Xn ≥ 0，则 Tonelli 给出

E
∑
n≥1

Xn =
∑
n≥1

EXn,

无须预先知道任何一边有限。若右端有限，则左端有限，从而 ∑
nXn <∞ 几乎处处。这一简单

结论常用于证明随机级数绝对收敛。
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2.3 尾积分公式与矩
定理 2.6 (尾积分公式). 若 X ≥ 0，则对 p > 0，

EXp = p

∫ ∞

0
tp−1P(X > t) dt.

证明. 逐点恒等式
Xp =

∫ ∞

0
ptp−11{X>t} dt

由普通微积分成立；因被积函数非负，Tonelli 允许交换积分与期望。

例题 2.2 (幂尾与矩的临界阶). 若存在常数 c1, c2 > 0 使 c1t
−α ≤ P(X > t) ≤ c2t

−α 对充分大 t

成立，则 EXp <∞ 当且仅当 p < α。资格考试中出现幂尾时，先比较 p− 1− α 与 −1，比直接
求密度更快。

2.4 四类常用不等式
定理 2.7 (Markov、Chebyshev 与 Jensen). 1. 若 X ≥ 0，则 P(X ≥ a) ≤ EX/a；

2. 若 X ∈ L2，则 P(|X − EX| ≥ t) ≤ Var(X)/t2；
3. 若 φ 为凸函数且相关期望存在，则 φ(EX) ≤ Eφ(X)。

证明. 第一式由 X ≥ a1{X≥a}；第二式对 (X−EX)2 使用第一式。对 Jensen，先设 φ 在 m = EX
处有支撑直线 φ(x) ≥ φ(m) + s(x−m)，两边取期望。一般凸函数可用次梯度或支撑线逼近。

定理 2.8 (Hölder 与 Minkowski). 若 p, q > 1 且 1/p+ 1/q = 1，则

E|XY | ≤ ‖X‖p‖Y ‖q.

对 p ≥ 1，
‖X + Y ‖p ≤ ‖X‖p + ‖Y ‖p.

证明. 先把X,Y 除以各自范数，再用 Young 不等式 ab ≤ ap/p+bq/q，得到 Hölder。若 ‖X+Y ‖p > 0，
则

E|X + Y |p ≤ E
(
|X| |X + Y |p−1

)
+ E

(
|Y | |X + Y |p−1

)
.

分别使用 Hölder，再除以 ‖X + Y ‖p−1
p ，即得 Minkowski。

推论 2.9 (Cauchy–Schwarz 与 Lp 嵌入).

|EXY | ≤
√
EX2 EY 2.

在概率空间上若 1 ≤ p ≤ q，则 ‖X‖p ≤ ‖X‖q。

11
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2.5 生成函数：何时能用，能推出什么
矩母函数 MX(t) = EetX 若在 0 的邻域内有限，则唯一决定分布，并可在适当条件下逐次求

导得到矩。特征函数
ϕX(t) = EeitX

对所有实 t 都存在，且同样唯一决定分布。独立和满足

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t).

第 七 章将用它识别正态极限。

命题 2.10 (Chernoff 方法). 若 MX(t) <∞ 对某个 t > 0 成立，则

P(X ≥ x) ≤ inf
t>0

e−txMX(t),

其中下确界只在矩母函数有限的 t 上取。

证明. 对非负变量 etX 用 Markov 不等式：

P(X ≥ x) = P(etX ≥ etx) ≤ e−txEetX ,

再优化 t。

例题 2.3 (Bernoulli 和的一个指数界). 若 Bi 独立且 P(Bi = 1) = p，Sn =
∑

iBi，则对 a > p，

P(Sn ≥ na) ≤ inf
t>0

exp{n[log(1− p+ pet)− ta]}.

最优 t 给出二元相对熵 D(a‖p)，故概率至多 e−nD(a∥p)。在第 六 章的区块计数中，只需这一指数
衰减，不必追求最优常数。

反例 2.1 (所有矩存在仍未必由矩唯一决定). 对数正态分布具有任意阶有限矩，但存在不同分布
与它有同样的全部矩。因此“矩相同”只有在矩确定性条件下才推出同分布；资格考试更安全的
识别工具是特征函数唯一性。

2.6 特征函数：唯一性、反演与 Lévy 连续性
特征函数 ϕX(t) = EeitX 总存在，满足 ϕX(0) = 1、ϕX(−t) = ϕX(t) 及一致连续性。若 X,Y

独立，则 ϕX+Y = ϕXϕY ；若 a, b ∈ R，则 ϕaX+b(t) = eitbϕX(at)。这些公式都直接来自期望与独
立乘积分解，不能在不独立时使用。

定理 2.11 (反演与唯一性). 在分布函数 F 的连续点 a < b，有

P(a < X < b) +
1

2
P(X = a) +

1

2
P(X = b) = lim

T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕX(t) dt.

12
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因此特征函数唯一决定分布。若 ϕX ∈ L1(R)，则 X 有连续密度

f(x) =
1

2π

∫
R
e−itxϕX(t) dt.

证明. 先把区间指标与 Dirichlet 核的截断 Fourier 表示相卷积。对固定 x 6= a, b，截断积分趋于
1(a,b)(x)；在端点趋于 1/2。核的对称截断和分部积分给一致可积的尾控制，于是可对 X 取期望，
得到第一式。若两个分布有同一特征函数，第一式给出它们在所有连续端点区间上的概率相同，故
分布相同。

当 ϕX ∈ L1 时，Fourier 逆变换定义的 f 连续。对任意光滑紧支撑函数 g，Fubini 给∫
g(x)f(x) dx =

1

2π

∫
ĝ(−t)ϕX(t) dt = Eg(X).

以光滑函数逼近区间指标便知 f 是 X 的密度。

命题 2.12 (矩与零点展开). 若 E|X|k <∞，则 ϕX 可微到 k 阶且

ϕ
(j)
X (t) = E[(iX)jeitX ], ϕ

(j)
X (0) = ijEXj , 0 ≤ j ≤ k.

特别地，若 EX = 0、EX2 = σ2 <∞，

ϕX(t) = 1− σ2t2

2
+ o(t2).

反向推断矩存在需要额外条件；仅凭 ϕ 在零点形式上可微不能无条件交换导数与期望。

证明. 对差商使用 ∣∣(eihX − 1)/h
∣∣ ≤ |X|，再逐阶用控制收敛。二阶 Peano 展开应用于 ϕ 即得末

式。

定理 2.13 (Lévy 连续性定理). Xn ⇒ X 当且仅当 ϕXn(t) → ϕX(t) 对每个 t 成立。更一般地，若
ϕXn(t) → ϕ(t) 且 ϕ 在 0 连续，则 ϕ 是某个概率分布的特征函数，并且 Xn 依分布收敛到该分布。

证明. 正向由有界连续函数 x 7→ eitx 的弱收敛刻画立即得到。反向的关键是零点连续性给紧性：
选小 u > 0 使 1−<ϕ(t) 在 [−u, u] 上小；利用

1

2u

∫ u

−u

(
1− cos(tx)

)
dt

在 |x| 大时有统一正下界，可把 supn≥n0
P(|Xn| > R) 压小，有限个早期 n 再单独处理。由紧性

取任意弱收敛子列，其极限特征函数由正向部分必为 ϕ；定理 2.11 的唯一性说明所有子列极限相
同，故全列收敛。

例题 2.4 (正态和的识别). 若独立 Xj ∼ N(0, σ2j )，则

ϕ∑
j Xj

(t) =
∏
j

e−σ2
j t

2/2 = e−(
∑

j σ
2
j )t

2/2,

故和仍为正态。若没有独立性，乘积步骤失效，单知道各边缘正态不足以推出和的上述方差公式。

13
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答题方法
特征函数题按“存在性—独立乘积—零点展开—逐点极限—检查极限在零点连续—Lévy定
理”作答。需要由特征函数反推分布时写明使用唯一性或反演条件；需要求密度时额外检

查 ϕ ∈ L1，不能把形式 Fourier 逆变换当作自动合法。

答题方法
面对“极限与期望能否交换”，先按下面次序寻找工具：

1. 非负且单调：单调收敛；

2. 非负但不单调：Fatou 给单侧不等式；

3. 有共同可积控制：控制收敛；

4. 只有尾部可控：先证明一致可积，再用第 四 章的 Vitali 判别；

5. 涉及无穷和或二重积分：先判断 Tonelli 的非负性或 Fubini 的绝对可积性。

本节结论
Lebesgue 积分把离散、连续和混合分布统一起来。单调收敛与 Fatou 处理非负量，控制收
敛处理共同上界，Tonelli–Fubini控制交换顺序；尾积分和矩不等式则把概率尾界与积分矩
相互转换。

自测

1. 构造 Xn → 0 几乎处处但 EXn = 1 的例子，并指出控制收敛缺少什么。

2. 证明若
∑

n E|Xn| <∞，则
∑

n |Xn| <∞ 几乎处处。

3. 若 P(X > t) ≤ e−t，证明 EXp ≤ Γ(p+ 1)。

4. 说明为什么矩母函数在 0 处有限而非在邻域有限，不足以逐项求导。

自测核对要点 第 1 题可取 Xn = n1(0,1/n)；缺少共同可积控制，也不一致可积。第 2 题对非负
级数用 Tonelli。第 3 题代入尾积分公式。第 4 题需要在 0 附近有指数可积控制，才能把导数与
期望交换。

2.7 单调收敛、Fatou 与支配收敛的依赖链
若 0 ≤ Xn ↑ X，单调收敛定理给

EXn ↑ EX

，允许右侧为无穷。对任意非负 Xn，令

Ym = inf
n≥m

Xn.

14
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Ym ↑ lim infXn，且 Ym ≤ Xn 对 n ≥ m，故

E lim infXn = lim
m

EYm ≤ lim inf
n

EXn.

这就是 Fatou 引理。
若 Xn → X a.s. 且 |Xn| ≤ Y ∈ L1，对 Y ±Xn ≥ 0 使用 Fatou，得到

E(Y +X) ≤ lim infE(Y +Xn), E(Y −X) ≤ lim infE(Y −Xn),

合并推出 EXn → EX。进一步对 |Xn −X| ≤ 2Y 再用支配收敛，得 L1 收敛。

反例 2.2.
Xn = n 1(0,1/n)

在 (0, 1) 上 a.s. 收敛到零，但 EXn = 1。没有共同可积支配，也不一致可积，故不能交换极限与
期望。

2.8 尾积分公式与矩的层蛋糕表示
对非负随机变量，

X =

∫ ∞

0
1{X > t} dt.

Tonelli 定理给
EX =

∫ ∞

0
P(X > t) dt.

更一般地，对 p > 0，
Xp =

∫ ∞

0
ptp−11{X > t} dt,

所以
EXp = p

∫ ∞

0
tp−1P(X > t) dt.

这把矩条件转化为尾概率可积性，是截断与极值题的常用入口。

2.9 Jensen、条件 Jensen 与等号
若 φ 凸且有关期望存在，

φ(EX) ≤ Eφ(X).

条件版本为
φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G] a.s.

若 φ严格凸，等号要求X 在相应条件下几乎处处为常数。对 φ(x) = ex 得指数矩控制；对 φ(x) = x2

得
(E[X | G])2 ≤ E[X2 | G].

15



概率统计复习资料 第二章 积分、期望与概率不等式

2.10 Chernoff 方法的优化步骤
对任意 t > 0，Markov 不等式给

P(X ≥ a) = P(etX ≥ eta) ≤ e−taEetX .

所以
P(X ≥ a) ≤ inf

t>0
exp{logMX(t)− ta}.

关键不只是“套 MGF”，而是检查 MGF 在所选 t 有限并优化。若 Sn ∼ Bin(n, p)，对 a = nq,
q > p，优化给

P(Sn ≥ nq) ≤ exp{−nD(q‖p)},

D(q‖p) = q log q
p
+ (1− q) log 1− q

1− p
.

2.11 生成函数的唯一性与解析边界
概率生成函数

GX(s) = EsX

适用于非负整数值变量，|s| ≤ 1 自动有限。独立和满足乘法

GX+Y = GXGY .

在 s = 1− 的导数给阶乘矩：

G′
X(1−) = EX, G′′

X(1−) = E[X(X − 1)]

，允许无穷。MGF 在零邻域有限时唯一决定分布；只在单点有限不够，重尾分布可能除 t = 0 外
正侧 MGF 全为无穷。

答题方法
交换极限与期望前依次检查：非负单调、共同可积支配、一致可积。尾概率题先尝试层蛋

糕；指数尾题写出 Chernoff 的参数优化，而不是只给未优化的 Markov 界。

自测

1. 从单调收敛证明 Fatou，再由 Fatou 推出支配收敛。

2. 推导 p 阶矩的尾积分公式。

3. 条件 Jensen 的等号在严格凸时意味着什么？

4. Chernoff 界中为什么必须检查 MGF 的定义域？

16
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学习目标
本章把条件期望从“条件密度公式”提升为关于信息的随机变量。需要掌握条件期望的测

度论定义、几乎处处唯一性、塔式性质、提出已知量和 L2 投影解释，并能在离散、连续及

Gaussian 情形中完成计算。

3.1 为什么条件期望仍是随机变量
给定子 σ-代数 G ⊆ F，它代表已经知道的信息。E(X | G) 必须依赖这份信息而变化，所以不

是通常意义下的常数。其定义只要求两件事：对 G 可测；在每个 G ∈ G 上保留原变量的平均质
量。
定义 3.1 (条件期望). 若 X ∈ L1，随机变量 Y 称为 X 关于 G 的条件期望，若

Y 是G-可测的,

∫
G
Y dP =

∫
G
X dP, G ∈ G.

记 Y = E(X | G)。两个版本只要求几乎处处相等。
定理 3.1 (存在唯一性). 对每个 X ∈ L1，E(X | G) 存在且几乎处处唯一。
证明. 先设 X ≥ 0，在 (Ω,G) 上定义有限测度 ν(G) =

∫
GX dP。由于 ν � P|G，Radon–Nikodym

定理给出 G-可测 Y ≥ 0 使 ν(G) =
∫
G Y dP。一般 X 对 X+, X− 分别处理。

若 Y, Z 都满足定义，令 G = {Y > Z} ∈ G，则 ∫
G(Y −Z) dP = 0，故 Y ≤ Z 几乎处处；交

换二者得到唯一性。

3.2 必须熟练的运算规则
定理 3.2 (条件期望规则). 设下列变量均满足所需可积性。

1. 线性：E(aX + bY | G) = aE(X | G) + bE(Y | G)；
2. 单调性：X ≤ Y 推出 E(X | G) ≤ E(Y | G)；
3. 提出已知量：若 Z 为 G-可测且 ZX ∈ L1，则

E(ZX | G) = ZE(X | G);

4. 塔式性质：若 H ⊆ G，则
E[E(X | G) | H] = E(X | H);

17



概率统计复习资料 第三章 条件期望、条件分布与条件独立

5. 若 X 与 G 独立，则 E(X | G) = EX；
6. 条件 Jensen：凸 φ 满足

φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G].

证明. 线性与单调性由定义和唯一性得到。提出已知量先对 Z = 1A、A ∈ G 验证，再推广到简单
函数、非负变量，最后截断到一般可积情形。塔式性质中，内层条件期望已经是 G-可测；对每个
H ∈ H， ∫

H
E[E(X | G) | H] dP =

∫
H
E(X | G) dP =

∫
H
X dP.

独立情形验证常数 EX 满足定义。条件 Jensen 可先对支撑直线证明，再作可测逼近。

易错点
塔式性质要求 σ-代数嵌套。对任意两个信息族 G,H，一般不能把 E[E(X | G) | H] 简化为

某个“较小者”。

3.3 L2 中的正交投影
若 X ∈ L2，则 E(X | G) 是闭子空间

L2(G) = {Z ∈ L2 : Z 为G-可测}

上的正交投影。

定理 3.3 (最小均方误差). 若 X ∈ L2，Y = E(X | G)，则对任意 Z ∈ L2(G)，

E(X − Y )Z = 0, E(X − Z)2 = E(X − Y )2 + E(Y − Z)2.

因此 Y 是所有基于 G 的平方损失预测器中唯一的最优者。

证明. 先对有界 G-可测 Z 用提出已知量：

E[(X − Y )Z] = E{E[(X − Y )Z | G]} = 0.

对一般 Z ∈ L2 截断并用 Cauchy–Schwarz 取极限。展开 X − Z = (X − Y ) + (Y − Z)，交叉项
为零，即得 Pythagoras 恒等式。

推论 3.4 (全方差公式). 若 X ∈ L2，则

Var(X) = E[Var(X | G)] +Var(E[X | G]).

3.4 按随机变量条件化
记 E(X | Y ) = E(X | σ(Y ))。Doob–Dynkin 引理说明存在 Borel 函数 g 使 E(X | Y ) = g(Y )

几乎处处。计算任务是确定这个 g。
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3.4.1 离散情形
若 P(Y = y) > 0，则

g(y) = E(X | Y = y) =
∑
x

x
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)
.

右边只在边缘概率为正的点有约束；零概率点如何定义不影响条件期望版本。
定理 3.5 (全概率公式与 Bayes 公式). 若 B1, B2, . . . 两两不交、

⋃
k Bk = Ω，且 P(Bk) > 0，则

对任意事件 A，
P(A) =

∑
k

P(A | Bk)P(Bk).

若再有 P(A) > 0，则
P(Bj | A) =

P(A | Bj)P(Bj)∑
k P(A | Bk)P(Bk)

.

证明. 由 A =
⋃

k(A ∩Bk) 的不交并和概率的可列可加性，

P(A) =
∑
k

P(A ∩Bk) =
∑
k

P(A | Bk)P(Bk).

再把条件概率定义 P(Bj | A) = P(A ∩Bj)/P(A) 的分子写成 P(A | Bj)P(Bj)，分母使用刚证得的
全概率公式，即得 Bayes 公式。条件 P(A) > 0 不能省略，因为它是后验条件概率的分母。

例题 3.1 (诊断试验中的基率). 疾病先验概率为 0.01，灵敏度为 0.95，假阳性率为 0.05。阳性后
的患病概率为

0.95 · 0.01
0.95 · 0.01 + 0.05 · 0.99

≈ 0.161.

灵敏度很高不等于阳性后的患病概率很高；分母中的基率是 Bayes 题最常漏掉的量。

3.4.2 有联合密度的情形
若 (X,Y ) 有联合密度，且 fY (y) > 0，条件密度为

fX|Y (x | y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
, E(X | Y = y) =

∫
xfX|Y (x | y) dx.

这是一种正则条件分布的版本，并不是事件 {Y = y} 上的初等比值，因为连续变量通常满足
P(Y = y) = 0。
例题 3.2 (Poisson 分拆). 设 X ∼ Pois(λ)、Y ∼ Pois(µ) 独立。对 S = X + Y，

P(X = k | S = n) =

(
n

k

)(
λ

λ+ µ

)k ( µ

λ+ µ

)n−k

.

因此
E(X | S) = λ

λ+ µ
S.

这个例子同时展示了：先找条件分布可以计算全部条件矩；若只求条件均值，也可猜线性形式后
按定义验证。
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3.5 Gaussian 条件分布
定理 3.6 (分块 Gaussian 条件公式). 若

(
X

Y

)
∼ N

((
µX
µY

)
,

(
ΣXX ΣXY

ΣY X ΣY Y

))
,

且 ΣY Y 可逆，则

X | Y = y ∼ N
(
µX +ΣXY Σ

−1
Y Y (y − µY ),ΣXX − ΣXY Σ

−1
Y Y ΣY X

)
.

证明. 令
Z = X − µX − ΣXY Σ

−1
Y Y (Y − µY ).

直接计算得 Cov(Z, Y ) = 0。(Z, Y ) 仍联合 Gaussian，所以零协方差推出独立。于是给定 Y = y

时，Z 的分布不变；其协方差正是 Schur 补 ΣXX − ΣXY Σ
−1
Y Y ΣY X，平移即得结论。

易错点
“不相关推出独立”只对联合 Gaussian 等特殊族成立。一般情况下 X ∼ Unif(−1, 1) 与 X2

满足 Cov(X,X2) = 0，却显然不独立。

3.6 条件独立与图式分解
定义 3.2 (条件独立). 给定 G，随机变量 X,Y 条件独立，若对任意有界 Borel 函数 f, g，

E[f(X)g(Y ) | G] = E[f(X) | G]E[g(Y ) | G] 几乎处处.

若存在条件密度，等价地

fX,Y |Z(x, y | z) = fX|Z(x | z)fY |Z(y | z)

对几乎所有 z 成立。条件独立与无条件独立没有包含关系：共同原因 Z 会使 X,Y 边缘相关但给
定 Z 后独立；另一方面，给定碰撞变量又可能制造依赖。

反例 3.1 (条件化制造依赖). 掷两枚独立公平硬币，令 X,Y ∈ {0, 1} 表示正面，S = X+Y。X,Y
无条件独立，但给定 S = 1 后必有 Y = 1−X，所以不再独立。

3.7 停止信息与未来信息的雏形
设 Fn = σ(X1, . . . , Xn)。如果 Xn+1 与 Fn 独立且可积，则

E(Xn+1 | Fn) = EXn+1.

若 Sn =
∑n

k=1(Xk − EXk)，则
E(Sn+1 | Fn) = Sn.
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这正是第 8 章将使用的鞅结构。此处的重点是：条件期望把“已知过去后，下一步平均增量为零”
写成可迭代的方程。

答题方法
条件期望题的标准检查顺序：

1. 明确条件对象对应的 σ-代数；

2. 先判断是否可用独立性、对称性或“提出已知量”；

3. 离散或有密度时求条件分布；Gaussian 时优先作线性残差；

4. 用塔式性质核验 E[E(X | G)] = EX；

5. 若求最优平方预测，直接调用正交投影，而不是重新做点态微分。

本节结论
条件期望由可测性和积分保持刻画；Radon–Nikodym定理保证存在，几乎处处唯一解释了
版本差异。塔式性质组织信息层级，L2 投影解释最优预测，条件分布则提供具体计算接口。

自测

1. 证明 E[1A | G] 可解释为给定信息后的条件概率。

2. 若 X,Y 独立且可积，证明 E(X | X + Y ) 一般不等于 EX。

3. 对二元标准正态且相关系数为 ρ 的 (X,Y )，求 X | Y = y。

4. 给出“无条件独立但给定 Z 后不独立”的例子。

自测核对要点 第 1 题直接核验定义。第 2 题可取独立 Poisson，条件均值随总和变化。第 3 题
为 N(ρy, 1− ρ2)。第 4 题可用本章两枚硬币并令 Z = X + Y 的反例。

3.8 条件期望的存在、唯一与测试函数刻画
对 X ∈ L1 和子 σ-代数 G，条件期望 Z = E[X | G] 满足：

1. Z 对 G 可测；

2. 对每个 G ∈ G， ∫
G
Z dP =

∫
G
X dP.

Radon–Nikodym 定理给存在性；若 Z1, Z2 都满足，取 G = {Z1 > Z2} ∈ G，则 ∫
G(Z1 −Z2) = 0，

非负性迫使该差在 G 上 a.s. 为零，同理反向，故 a.s. 唯一。
等价地，对任意有界 G-可测 H，

E[HX] = E[H E(X | G)].
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从指示函数扩展到简单函数，再用有界收敛即可。

3.9 塔式法则与“提出已知量”
若 H ⊆ G，则

E[E(X | G) | H] = E(X | H).

证明只需核验右侧对 H 可测，并对每个 H ∈ H 积分相同。
若 Y 为 G-可测且 Y X ∈ L1，在适当可积条件下

E[Y X | G] = Y E[X | G].

先对有界简单 Y 证明，再截断。不能把依赖未来信息、仅与 X 独立但不 G-可测的变量随意提出。

3.10 L2 投影与方差分解
当 X ∈ L2，E[X | G] 是闭子空间 L2(G) 上的正交投影。对任意 Y ∈ L2(G)，

E[(X − E[X | G])Y ] = 0.

因此
E(X − Y )2 = E(X − E[X | G])2 + E(E[X | G]− Y )2.

条件均值是所有 G-可测平方损失预测器中唯一的 a.s. 最优解。
取 Y = EX 得总方差公式

Var(X) = E[Var(X | G)] +Var(E[X | G]).

3.11 Gaussian 条件分布的 Schur 补
若 (

X

Y

)
∼ N

((
µX

µY

)
,

(
ΣXX ΣXY

ΣY X ΣY Y

))

且 ΣY Y 可逆，则

X | Y = y ∼ N
(
µX +ΣXY Σ

−1
Y Y (y − µY ),ΣXX − ΣXY Σ

−1
Y Y ΣY X

)
.

可通过把
R = X − µX − ΣXY Σ

−1
Y Y (Y − µY )

与 Y 的协方差算为零；联合高斯下不相关推出独立。条件协方差是 Schur 补，与观测值 y 无关。
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3.12 条件独立的因子分解
X ⊥ Y | Z 表示对合适可测集

P(X ∈ A, Y ∈ B | Z) = P(X ∈ A | Z)P(Y ∈ B | Z) a.s.

在有密度时等价于
p(x, y | z) = p(x | z)p(y | z)

几乎处处。条件独立不推出无条件独立；例如令 Z ∼ Bernoulli(1/2)，给定 Z 后取 X = Y = Z，
则给定 Z 时两者退化而条件独立，但无条件完全相关。

易错点
“给定后变独立”与“独立所以条件分布不变”是不同命题。写图模型分解时要标明条件集

合，并确认 collider 条件化可能反而引入依赖。

自测

1. 用测试函数刻画证明塔式法则。

2. 条件期望为什么是平方损失最优预测器？

3. 推导 Gaussian 条件均值，并解释 Schur 补为何半正定。

4. 构造条件独立但无条件不独立的例子。
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第四章 收敛模式、一致可积与 Delta 方法

学习目标
本章建立极限定理的语法：区分几乎处处、依概率、Lp 与依分布收敛；掌握连续映射、Slut-
sky、Portmanteau与一致可积；能够判断“分布收敛是否能推出矩收敛”，并完整使用 Delta
方法。章末两道正式真题只在本章保留完整解答。

4.1 四种收敛及其关系
定义 4.1 (常用收敛模式). 设 Xn, X 定义在同一概率空间上。

1. Xn → X 几乎处处：P(limnXn = X) = 1；

2. Xn → X 依概率：对每个 ε > 0，P(|Xn −X| > ε) → 0；

3. Xn → X 于 Lp：E|Xn −X|p → 0；

4. Xn ⇒ X 依分布：在 FX 的每个连续点 x，FXn(x) → FX(x)。

基本蕴含关系为

Lp =⇒ 依概率 =⇒ 依分布, 几乎处处 =⇒ 依概率.

几乎处处与 Lp 一般互不蕴含；依分布最弱，而且 Xn, X 甚至不必定义在同一概率空间。

关键蕴含的证明. Lp 到依概率由 Markov 不等式：

P(|Xn −X| > ε) ≤ ε−pE|Xn −X|p.

几乎处处到依概率可对 1{|Xn−X|>ε} 使用控制收敛。依概率到依分布可对 FX 的连续点使用夹逼：

P(Xn ≤ x) ≤ P(X ≤ x+ ε) + P(|Xn −X| > ε),

并写出相反方向，再令 n→ ∞, ε ↓ 0。

反例 4.1 (逆向不成立). 在 (0, 1) 上取 Xn = n1/p1(0,1/n)，则 Xn → 0 几乎处处，但 E|Xn|p = 1。
另一方面，按“打字机序列”依次扫描二进区间，可构造 Xn → 0 依概率但不几乎处处收敛的序
列。若 Xn

d
= X，则恒有 Xn ⇒ X，但在同一空间上可令 Xn = −X，不必依概率收敛。
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4.2 Portmanteau、连续映射与 Slutsky

定理 4.1 (Portmanteau 定理的常用形式). 下列条件等价于 Xn ⇒ X：
1. 对每个有界连续函数 f，Ef(Xn) → Ef(X)；
2. 对每个闭集 C，lim supn P(Xn ∈ C) ≤ P(X ∈ C)；
3. 对每个开集 G，lim infn P(Xn ∈ G) ≥ P(X ∈ G)；
4. 对每个满足 P(X ∈ ∂A) = 0 的 Borel 集 A，P(Xn ∈ A) → P(X ∈ A)。

定理 4.2 (连续映射与 Slutsky). 若 Xn ⇒ X，且 g 在 X 几乎必然落入的点上连续，则 g(Xn) ⇒
g(X)。若另有 Yn → c 依概率，则

Xn + Yn ⇒ X + c, XnYn ⇒ cX, Xn/Yn ⇒ X/c (c 6= 0).

证明. 连续映射可由 Portmanteau 的有界连续函数形式证明：f ◦ g 在 g 连续的区域上连续，再
用几乎必然连续版本的推广。Slutsky 的核心是 (Xn, Yn) ⇒ (X, c)；可用紧性与子列论证，再对加
法、乘法、除法使用连续映射。

易错点
分母连续映射必须避开 0；函数在不连续点上的概率必须为 0。例如 Xn ⇒ 0 并不自动允

许对 g(x) = 1{x=0} 使用连续映射。

4.3 一致可积：把概率收敛升级为均值收敛
定义 4.2 (一致可积). 随机变量族 X 称为一致可积，若

lim
K→∞

sup
X∈X

E
[
|X|1{|X|>K}

]
= 0.

一致可积同时排除“少量但极大的质量逃向无穷”。它比 supn E|Xn| <∞ 强；后者只控制平
均大小，不控制尾质量统一消失。

定理 4.3 (Vitali 收敛判别). 若 Xn → X 依概率，则

Xn → X 于L1 ⇐⇒ {Xn : n ≥ 1} 一致可积.

证明. 先证充分性。依概率收敛蕴含每个子列都有进一步子列几乎处处收敛。对该进一步子列，在
集合 {|Xn| ≤ K, |X| ≤ K} 上用有界性与依概率收敛得到截断差的期望趋零；两侧尾部由一致可
积和 Fatou 推出的 X ∈ L1 统一控制。故每个子列都有进一步子列在 L1 收敛，只能推出原序列
在 L1 收敛。

再证必要性。若 Xn → X 于 L1，则 X ∈ L1，且逐点有安全估计

|Xn|1{|Xn|>K} ≤ 2|Xn −X|+ 2|X|1{|X|>K/2}.
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确实，在 {|Xn| > K, |X| ≤ K/2} 上，|Xn −X| ≥ |Xn| − |X| > |Xn|/2，故第一项足以控制左端；
在 {|Xn| > K, |X| > K/2} 上，用 |Xn| ≤ |Xn −X| + |X| 即得。取期望后，对任意 ε > 0，先
选 N 使 n ≥ N 时 2E|Xn −X| < ε/2，再选 K 使 2E[|X|1{|X|>K/2}] < ε/2。于是所有 n ≥ N 的
尾期望统一小于 ε。剩余有限个 X1, . . . , XN−1 ∈ L1 的尾期望分别趋零，增大 K 即同时控制，故
{Xn : n ≥ 1} 一致可积。

定理 4.4 (de la Vallée–Poussin 判别). 若存在凸递增函数 Φ : [0,∞) → [0,∞)，满足 Φ(t)/t→ ∞
且

sup
n

EΦ(|Xn|) <∞,

则 {Xn} 一致可积。特别地，若某个 δ > 0 使 supn E|Xn|1+δ <∞，则一致可积。
证明. 对任意 K，

|Xn|1{|Xn|>K} ≤ sup
t>K

t

Φ(t)
Φ(|Xn|).

取期望、对 n 取上确界，再令 K → ∞。

4.4 Delta 方法
定理 4.5 (一阶 Delta 方法). 若 rn(Xn − θ) ⇒ Z，rn → ∞，且 g 在 θ 处可微，则

rn[g(Xn)− g(θ)] ⇒ g′(θ)Z.

证明. 依分布收敛蕴含 rn(Xn − θ) = OP(1)，故 Xn − θ = OP(r
−1
n ) → 0 依概率。可微性给

g(Xn)− g(θ) = g′(θ)(Xn − θ) + (Xn − θ)η(Xn − θ),

其中 η(t) → 0。因此

rn[g(Xn)− g(θ)] = g′(θ)rn(Xn − θ) + rn(Xn − θ)η(Xn − θ).

第二项是 OP(1)oP(1) = oP(1)，由 Slutsky 得结论。

注 4.1 (导数为零时). 若 g′(θ) = 0 且 g′′(θ) 6= 0，通常要改用二阶展开：

r2n[g(Xn)− g(θ)] ⇒ 1
2g

′′(θ)Z2.

直接套一阶 Delta 只得到退化极限 0，并未找到正确尺度。

正式真题：2024 年秋季概率统计 Q2

设
√
n (Yn − a) ⇒ N(0, σ2).

1. 若 g 在 a 处可微且 g′(a) 6= 0，证明

√
n [g(Yn)− g(a)] ⇒ N(0, σ2[g′(a)]2).
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2. 若 Zn ∼ Bin(n, p)，0 < p < 1，求

√
n

[
log
(
Zn

n

)
− log p

]
的极限分布。

完整解答（独立核验稿）

1. 这是 定理 4.5 取 rn =
√
n、θ = a 的直接结果。乘以常数 g′(a) 后，正态方差变为

σ2[g′(a)]2。

2. 令 p̂n = Zn/n。由 Bernoulli 中心极限定理，

√
n(p̂n − p) ⇒ N(0, p(1− p)).

在 p > 0 处取 g(x) = logx，g′(p) = 1/p，故

√
n[log p̂n − log p] ⇒ N

(
0,

1− p

p

)
.

严格说，当 Zn = 0 时对数未定义。可在该事件上任意定义统计量，因为 P(Zn = 0) =

(1− p)n → 0；这种在概率趋零事件上的修改不改变依分布极限。

4.5 随机级数中的几乎处处与 L1 收敛
下一题展示常见的两步结构：先用方差可和得到几乎处处收敛，再用高阶矩控制建立一致可

积，从而升级到 L1。

正式真题：2024 年秋季概率统计 Q5

设 Xk 独立同分布且服从参数为 1 的指数分布，令

Mn =
n∑

k=1

Xk

k
.

1. 证明 Mn − logn 几乎处处收敛；

2. 对 0 < p < 1，证明 epMn/np 在 L1 中收敛。

完整解答（独立核验稿）

1. 写成

Mn − logn =
n∑

k=1

Xk − 1

k
+

(
n∑

k=1

1

k
− logn

)
.
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第二项收敛到 Euler 常数。第一项是独立中心随机变量级数，且

∑
k≥1

Var
(
Xk − 1

k

)
=
∑
k≥1

1

k2
<∞.

由 Kolmogorov 收敛判别（第 六 章证明所需最大不等式）该级数几乎处处收敛，故
结论成立。

2. 记Wn = epMn/np。第一问给出Wn →W 几乎处处，且 0 < W <∞。只需证明 {Wn}
一致可积。选 q > 1 使 pq < 1。指数分布满足 EetX = 1/(1− t)（t < 1），故

EW q
n = n−pq

n∏
k=1

EepqXk/k = n−pq
n∏

k=1

(
1− pq

k

)−1
.

有限个满足 k ≤ pq 的项需要单独看：由于 pq < 1，所有 k ≥ 1 都处于矩母函数的定

义域。利用

n∏
k=1

(
1− a

k

)−1
=

Γ(1− a)Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1− a)
∼ Γ(1− a)na, 0 < a < 1,

取 a = pq 得 supn EW
q
n <∞。由 定理 4.4，{Wn} 一致可积；再由几乎处处收敛和 定

理 4.3，Wn →W 于 L1。

易错点
上题不能只写“Wn 几乎处处收敛，所以 L1 收敛”。真正补上缺口的是 q > 1 阶矩一致有

界，从而一致可积。另一个常见错误是随意选 q：必须同时满足 q > 1 与 pq < 1，这正是

题设 p < 1 的用途。

答题方法
极限分布题先回答三个问题：

1. 已知的是哪一种收敛，目标又是哪一种？

2. 映射是否在极限变量的支撑上连续，分母或对数是否在小概率事件上失效？

3. 若目标涉及期望或 L1，是否已有控制收敛上界，或需要证明一致可积？

Delta 方法还要检查导数是否为零，并把余项写成 OP(1)oP(1)，不能只写“由 Taylor 展开
显然”。

本节结论
依分布收敛只控制有界连续检验函数，不能自动控制无界矩；一致可积正是把概率收敛升

级为 L1 收敛的尾部条件。连续映射与 Slutsky 负责传递极限，Delta 方法则把局部可微性
转化为统计量的正确尺度与极限分布。
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自测

1. 给出 supn E|Xn| <∞ 但 {Xn} 不一致可积的例子。

2. 若 Xn ⇒ X 且 {|Xn|p} 一致可积，证明 E|Xn|p → E|X|p。

3. 若
√
n(θ̂n − θ) ⇒ N(0, τ2)，且 g′(θ) = 0, g′′(θ) 6= 0，写出二阶 Delta 极限。

4. 在 2024 秋 Q5 中说明为什么 p = 1 时上述 Lq 论证失效。

自测核对要点 第 1 题可取 Xn = n1(0,1/n)。第 2 题对截断函数先用 Portmanteau，再以一致可
积控制尾部。第 3 题极限为 1

2g
′′(θ)τ2χ2

1。第 4 题不存在同时满足 q > 1 与 pq < 1 的 q，而且所
需指数矩在首项处已到临界。

4.6 收敛关系与反例体系
在概率空间上，

Xn
a.s.−−→ X =⇒ Xn

P−→ X =⇒ Xn
d−→ X.

若 X 为常数，依分布收敛反过来推出依概率收敛。对 p > 0，

Xn → X in Lp =⇒ Xn
P−→ X

由 Markov 不等式得到。
反向一般不成立：

• Xn = 1An，若 P(An) → 0 但事件安排使其无穷多次发生，则依概率趋零却不 a.s.；

• Xn = n1(0,1/n) a.s. 趋零却不 L1；

• 独立同分布的 Xn 与 X1 同分布，故 Xn
d−→ X1，但通常不依概率趋于 X1。

最后一例提醒：依分布收敛只比较边际分布，不要求随机变量同一实现接近。

4.7 子列原理
命题 4.6. Xn

P−→ X 当且仅当每个子列都含有一个进一步子列 a.s. 收敛到 X。

证明. 若依概率收敛，从任意子列选 nk 使

P(|Xnk
−X| > 2−k) ≤ 2−k.

Borel–Cantelli 给相应事件仅有限次发生，故 Xnk
→ X a.s.。

反之，若不依概率收敛，则存在 ε, δ > 0 和子列使

P(|Xnk
−X| > ε) ≥ δ

对所有 k 成立。该子列的任何进一步 a.s. 收敛子列都会依概率收敛，矛盾。
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4.8 Portmanteau 的开闭集版本
Xn

d−→ X 等价于对所有有界连续 f，

Ef(Xn) → Ef(X).

也等价于
lim sup

n
P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ) 对闭集F,

lim inf
n

P(Xn ∈ G) ≥ P(X ∈ G) 对开集G.

对连续点 x 得
FXn(x) → FX(x).

若边界有正概率，集合概率未必收敛；Portmanteau 只给单边界。

4.9 一致可积与 Vitali 定理
族 X ⊂ L1 一致可积若

lim
K→∞

sup
X∈X

E[|X|1{|X|>K}] = 0.

Lp 有界（某 p > 1）蕴含 UI，因为

|X|1{|X|>K} ≤
|X|p

Kp−1
.

Vitali 定理给
Xn

P−→ X 且 {Xn} UI ⇐⇒ Xn → X in L1.

必要性证明使用安全估计

|Xn|1{|Xn|>K} ≤ 2|Xn −X|+ 2|X|1{|X|>K/2},

而不是不成立的逐点尾部替换。先让 n 大控制第一项，再对有限个早期 n 逐个控尾。

4.10 Delta 方法的余项条件
若

rn(Xn − θ)
d−→ Z, rn → ∞,

且 g 在 θ 可微，则

rn[g(Xn)− g(θ)] = g′(θ)rn(Xn − θ) + oP(1)
d−→ g′(θ)Z.

这里 Taylor 余项成为 oP(1)，因为 Xn
P−→ θ。若 g′(θ) = 0，一阶 Delta 只给退化极限；若二阶可

微且尺度合适，
r2n[g(Xn)− g(θ)]

d−→ 1

2
g′′(θ)Z2.
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答题方法
极限定理题先写收敛模式，再检查映射连续性、矩的 UI 与 Taylor 余项的随机阶。不要因
边际分布收敛就交换期望，也不要因一阶导为零就宣布“没有极限”。

自测

1. 给出依概率不推出 a.s. 的事件列例子。

2. 证明依概率收敛的子列原理。

3. Portmanteau 为什么只在分布函数连续点给收敛？

4. 用 Lp 有界证明一致可积。

5. 一阶 Delta 退化时，二阶尺度如何改变？
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学习目标
本章训练从数列极限中识别“事件发生无穷多次”。必须能够完整证明两条 Borel–Cantelli
引理，准确指出第二条所需独立性，掌握两两独立版本，并把尾概率、极值、稀有大跳和随

机级数转化为可求和性问题。

5.1 lim supAn 就是无穷多次发生
回顾

lim sup
n→∞

An =
⋂
m≥1

⋃
n≥m

An = {ω : ω ∈ An 对无穷多个n 成立}.

因此
{Xn > an i.o.} =

{
lim sup
n→∞

Xn

an
> 1

}
通常只是一侧包含，而不是自动相等；要得到精确极限，需分别对 (1 + ε)an 与 (1− ε)an 建立上、
下界，再令 ε 沿可数序列趋零。

5.2 第一 Borel–Cantelli 引理
定理 5.1 (第一 Borel–Cantelli 引理). 若

∞∑
n=1

P(An) <∞,

则 P(An i.o.) = 0。不需要独立性。

证明. 对每个 m，并集上界给出

P

 ⋃
n≥m

An

 ≤
∑
n≥m

P(An) −→ 0.

集合 ⋃
n≥mAn 随 m 递减到 lim supAn，由测度连续性，

P(lim supAn) = lim
m→∞

P

 ⋃
n≥m

An

 = 0.
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第一引理的等价口语是：若发生概率可求和，则几乎必然只有有限多个例外。它常把概率估
计转化成最终一致的逐点结论。

例题 5.1 (Markov 加 Borel–Cantelli). 若对某个 p > 0，
∑
n

E|Xn|p

apn
<∞,

则对每个 ε > 0， ∑
n

P(|Xn| > εan) ≤ ε−p
∑
n

E|Xn|p

apn
<∞.

对有理 ε > 0 取可数交，得到 Xn/an → 0 几乎处处。

5.3 第二 Borel–Cantelli 引理
定理 5.2 (第二 Borel–Cantelli 引理). 若事件 An 相互独立，且

∞∑
n=1

P(An) = ∞,

则 P(An i.o.) = 1。

证明. 固定 m。由独立性和 1− x ≤ e−x，

P

(
N⋂

n=m

Ac
n

)
=

N∏
n=m

(1− P(An)) ≤ exp
(
−

N∑
n=m

P(An)

)
−→ 0.

令 N → ∞ 得 P(
⋂

n≥mA
c
n) = 0，即从第 m 项以后至少发生一次的概率为 1。再对 m 取可数交，

得到无穷多次发生的概率为 1。

反例 5.1 (独立性不能删除). 取同一个事件A满足 0 < P(A) < 1，并令An = A。则∑
n P(An) = ∞，

但
P(An i.o.) = P(A) < 1.

发散概率和只说明“期望发生次数无穷”，强依赖可把这些次数全部捆在同一结果上。

5.4 两两独立版本
定理 5.3 (两两独立的第二引理). 若 An 两两独立且

∑
n P(An) = ∞，则 P(An i.o.) = 1。

证明. 令 SN =
∑N

n=1 1An，µN = ESN =
∑

n≤N P(An)。两两独立使协方差为零，故

Var(SN ) =
∑
n≤N

P(An)(1− P(An)) ≤ µN .
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选择子列 Nk 使 µNk
≥ k2 且首次越过 k2。Chebyshev 给

P
(
SNk

≤ 1

2
µNk

)
≤ 4Var(SNk

)

µ2Nk

≤ 4

µNk

≤ 4

k2
.

由第一引理，几乎处处从某个 k 起 SNk
> µNk

/2 → ∞，所以总发生次数无穷。

5.5 从尾概率判断单点极值
设 Xn 独立且同分布。要判断 Xn > an 是否无穷多次发生，只需研究∑

n

P(X1 > an).

收敛用第一引理，发散用第二引理。若目标是最大值 Mn = maxk≤nXk，下界可由单点大值给出，
上界还需把所有早期值纳入：一旦单点越界只有有限次，这些有限历史值虽然可能很大，却终将
低于不断增长的阈值 an。

正式真题：2024 年春季概率统计 Q2

设 X1, X2, . . . 独立同分布，且服从参数为 1 的指数分布。令 Mn = max1≤k≤nXk。

1. 证明
lim sup
n→∞

Xn

logn = 1 几乎处处;

2. 证明
Mn

logn −→ 1 几乎处处.

完整解答（独立核验稿） 固定 0 < ε < 1。

1. 上界事件 A+
n = {Xn > (1 + ε) logn} 满足∑

n

P(A+
n ) =

∑
n

n−(1+ε) <∞.

由 定理 5.1，几乎处处只有有限个 A+
n 发生，所以 lim supXn/ logn ≤ 1 + ε。

下界事件 A−
n = {Xn > (1− ε) logn} 相互独立，且∑

n

P(A−
n ) =

∑
n

n−(1−ε) = ∞.

由定理 5.2，A−
n 几乎处处无穷多次发生，因此 lim supXn/ logn ≥ 1−ε。对有理 ε ↓ 0

取可数交，得到结论。

2. 下界由第一问立即得到：无穷多个 k满足Xk > (1−ε) log k，故在这些 k上Mk/ log k >
1− ε。若要得到对所有充分大 n 的下界，可直接算

P(Mn ≤ (1− ε) logn) =
(
1− n−(1−ε)

)n
≤ e−nε

.
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右端可求和，由第一引理，几乎处处最终 Mn > (1− ε) logn。

对上界，第一问的上界说明几乎处处存在随机N，使对所有 k ≥ N，Xk ≤ (1+ε) log k ≤
(1+ε) logn（k ≤ n）。剩余有限个历史值 C = maxk<N Xk <∞。由于 (1+ε) logn→ ∞，
最终也有 C ≤ (1 + ε) logn。故最终

Mn ≤ (1 + ε) logn.

再对有理 ε ↓ 0 取可数交，得到 Mn/ logn→ 1。

易错点
从“最终每个新样本不超过阈值”推到最大值上界时，不能忘记有限个早期样本。正确补

句是：早期最大值是有限随机常数，而 (1+ ε) logn 持续增长，所以最终也超过这段有限历
史。另须明确 0 < ε < 1，否则下界阈值或调和级数判别失去原意。

5.6 随机级数：大跳、中心部分与方差
对独立随机变量级数 ∑

nXn，Kolmogorov 三系列定理的结构是：截断在某个常数 c > 0 后，
级数几乎处处收敛当且仅当∑

n

P(|Xn| > c) <∞,
∑
n

E[Xn1{|Xn|≤c}] 收敛,

∑
n

Var(Xn1{|Xn|≤c}) <∞.

第一系列排除无穷多个大跳，第二系列控制确定性漂移，第三系列控制中心随机波动。完整定理、
必要性与充分性证明见本章的节 5.11；所用最大不等式及方差可和收敛判别也在章 六独立证明。
例题 5.2 (稀有大跳识别). 若独立 Xn 满足

P(Xn = n) = P(Xn = −n) = 1

2n2
, P(Xn = 0) = 1− 1

n2
,

则 ∑
n P(Xn 6= 0) < ∞，所以几乎处处只有有限个非零项，∑nXn 几乎处处是有限和。尽管

Var(Xn) = 1 不可求和，大跳稀有性仍直接解决了问题。这说明“方差可和”是充分条件，不是
必要条件。

5.7 零一律的边界
{An i.o.} 若每个 An ∈ σ(Xn) 且 Xn 独立，通常属于尾 σ-代数

T =
⋂
m≥1

σ(Xm, Xm+1, . . .).

Kolmogorov 零一律说明独立序列的尾事件概率只能是 0 或 1。它不能替代 Borel–Cantelli 来判断
究竟是哪一个值，却解释了许多极限事件为何呈现零一现象。
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答题方法
遇到极值、稀有事件或“大跳”题时：

1. 把目标写成 {An i.o.} 或“最终不再发生”；

2. 精确计算或比较
∑

n P(An)；

3. 收敛侧用第一引理，不要求独立；

4. 发散侧先核验相互独立或两两独立，再选第二引理；

5. 极限常数用 (1± ε) 两侧夹逼，并对有理 ε ↓ 0 取可数交；

6. 从单点转到运行最大值时，单独处理有限历史。

本节结论
Borel–Cantelli把概率和转化为最终行为：可求和意味着只有有限个例外；在独立或两两独
立条件下，发散意味着无穷多次发生。极值题由上下阈值夹逼，随机级数则要把稀有大跳、

漂移和中心波动分开。

自测

1. 若 Xn 独立同分布且 P(X1 > x) = x−α（x ≥ 1），求 lim sup logXn/ logn。

2. 证明若
∑

n P(|Xn −X| > ε) <∞ 对每个 ε > 0 成立，则 Xn → X 几乎处处。

3. 找出 反例 5.1 中第二引理失败的具体位置。

4. 说明两两独立版本为何要抽取 µNk
≥ k2 的子列。

自测核对要点 第 1 题答案为 1/α，对阈值 n1/α±ε 使用两条引理。第 2 题只需对 ε = 1/m 取可
数交。第 3 题是补事件交集概率不能写成乘积。第 4 题使 Chebyshev 上界可求和，从而把依概率
增长升级为几乎处处增长。

5.8 第二 Borel–Cantelli 中独立性不可删除
若 ∑

n P(An) = ∞ 且 An 相互独立，则对任意 N，

P

(
m⋂

n=N

Ac
n

)
=

m∏
n=N

(1− P(An)) ≤ exp
{
−

m∑
n=N

P(An)

}
→ 0.

故

P

 ⋃
n≥N

An

 = 1

对每个 N 成立，再取可列交得 P(An i.o.) = 1。
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若删除独立性，取同一事件 A 满足 0 < P(A) < 1，令 An = A。则概率和发散，但

P(An i.o.) = P(A) < 1.

所以“概率和发散”自身不足以推出几乎必然无穷多次发生。

5.9 两两独立版本的二阶矩证明
令

Nn =
n∑

k=1

1Ak
, sn = ENn =

n∑
k=1

P(Ak).

若事件两两独立，则
Var(Nn) =

n∑
k=1

P(Ak)[1− P(Ak)] ≤ sn.

当 sn → ∞，取子列 nj 使 snj ≥ j2。Chebyshev 给

P
(∣∣∣∣Nnj

snj

− 1

∣∣∣∣ > 1

2

)
≤ 4

snj

≤ 4

j2
.

Borel–Cantelli 推出子列上 Nnj → ∞ a.s.。因 Nn 单调，整个序列也趋无穷，故事件无穷多次发
生。这里两两独立足以消去协方差，不需要完全独立的乘积公式。

5.10 极值的上、下界模板
设 Mn = max1≤k≤nXk，Xk i.i.d.。上界常选阈值 un 并使用

P(Mn > un) ≤ nP(X1 > un).

为获得 a.s. 最终上界，可在几何子列 nr 上使右侧可和，再填补子列间隙。
下界用

P(Mn ≤ un) = [1− P(X1 > un)]
n ≤ exp{−nP(X1 > un)}.

若右侧在子列上可和，则最终 Mnr > unr。

例题 5.3 (指数极值). 若 Xk ∼ Exp(1)，取 0 < ε < 1。单点上尾

P(Xn > (1 + ε) logn) = n−(1+ε)

可和，故只有有限个 n 越界。那几个有限历史值固定，而 (1 + ε) logn→ ∞，所以它们最终也低
于不断增长的阈值，从而

Mn ≤ (1 + ε) logn

最终成立。下界用几何子列和 P(Mn ≤ (1− ε) logn) ≤ e−nε，得到

Mn

logn → 1 a.s.
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5.11 Kolmogorov 三系列定理：完整判别与证明
随机级数的困难来自三种互不相同的机制：偶尔出现的巨大跳跃、截断后的确定性漂移，以

及中心化后仍残留的随机振荡。三系列定理把它们分别交给一个可检查的数值级数。
定理 5.4 (Kolmogorov 三系列定理). 设 X1, X2, . . . 相互独立。固定 c > 0，并定义截断变量

Y (c)
n = Xn1{|Xn|≤c}.

则随机级数 ∑
n≥1Xn 几乎处处收敛，当且仅当下列三个条件同时成立：∑

n≥1

P(|Xn| > c) <∞, (5.1)

∑
n≥1

EY (c)
n 在R 中收敛, (5.2)

∑
n≥1

Var(Y (c)
n ) <∞. (5.3)

“固定 c”表示阈值在观察样本前确定，不能依赖 n 或样本路径。条件对某一个 c > 0 成立与对每
一个 c > 0 成立等价。
证明. 充分性。记 Yn = Y

(c)
n 以及

Zn = Yn − EYn.

{Zn} 仍相互独立、中心且平方可积，并由 (5.3) 满足 ∑
nVar(Zn) <∞。Kolmogorov 最大不等式

给出方差可和的中心级数收敛判别，详见定理 6.1、6.2；因此 ∑
n Zn 几乎处处收敛。再加上 (5.2)

中收敛的确定性级数，得到∑
n

Yn =
∑
n

Zn +
∑
n

EYn 几乎处处收敛.

另一方面，由(5.1)和第一 Borel–Cantelli 引理，{|Xn| > c} 几乎处处只发生有限次。于是几乎处
处存在随机 N(ω)，使所有 n ≥ N(ω) 都有 Xn = Yn。∑n(Xn − Yn) 因而只是有限和，故 ∑

nXn

几乎处处收敛。
必要性：第一系列与截断级数。反设 ∑

nXn 几乎处处收敛，则 Xn → 0 几乎处处，所以
{|Xn| > c} 几乎处处只发生有限次。事件 {|Xn| > c} 相互独立；若其概率和发散，第二 Borel–
Cantelli 引理会给出它们无穷多次发生的概率为 1，矛盾。因此(5.1)成立。同样因为 Xn = Yn 最
终成立，∑n Yn 也几乎处处收敛。
必要性：用对称化推出方差可和。在乘积概率空间上取与 {Yn} 独立且同分布的副本 {Y ′

n}，令

Un = Yn − Y ′
n.

两份截断级数都几乎处处收敛，故 ∑
n Un 几乎处处收敛。而 Un 相互独立、关于 0 对称，且

|Un| ≤ 2c。固定 0 < |t| ≤ (2c)−1。对 m ≤ n，独立性和对称性给

E exp
(
it

n∑
k=m

Uk

)
=

n∏
k=m

ak, ak = E cos(tUk) =
∣∣EeitYk

∣∣2 .
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因为 |tUk| ≤ 1，有
cos 1 ≤ ak ≤ 1.

级数 ∑
Un 几乎处处收敛，所以其尾和在概率意义下趋于 0；exp(it

∑n
k=m Uk) 一致有界，故其期

望随 m,n→ ∞ 趋于 1。于是
n∏

k=m

ak −→ 1.

对 |u| ≤ 1，初等不等式
1− cosu ≥ κu2, κ = 1− cos 1 > 0

成立，因而
1− ak = E[1− cos(tUk)] ≥ κt2EU2

k = 2κt2Var(Yk).

同时 0 < ak ≤ 1 蕴含
n∏

k=m

ak ≤ exp
{
−

n∑
k=m

(1− ak)

}
.

左端尾乘积趋于 1，故右端指数中的非负尾和必须趋于 0。于是∑
k(1−ak) <∞，进而∑

k Var(Yk) <
∞，即(5.3)。

必要性：恢复截断均值系列。由刚得到的方差可和性和 定理 6.2，∑
n

(
Yn − EYn

)
几乎处处收敛。它与已经收敛的 ∑

n Yn 相减，说明确定性部分和
n∑

k=1

EYk =

n∑
k=1

Yk −
n∑

k=1

(Yk − EYk)

存在有限极限，所以(5.2)成立。
阈值为何不影响结论。若三个条件对某个 c 成立，充分性已推出 ∑

Xn 几乎处处收敛；再把
必要性应用于任意另一个 d > 0，即得三个条件对 d 也成立。因此阈值可以为证明方便而选取，但
必须是预先固定的正数。

例题 5.4 (Rademacher 系列：平方可和恰是判据). 令 εn 独立且 P(εn = 1) = P(εn = −1) = 1/2，
并令 Xn = anεn，其中 an 为确定实数。则∑

n

anεn 几乎处处收敛 ⇐⇒
∑
n

a2n <∞.

若右侧成立，则 an → 0，取任意固定 c > 0 后大跳最终消失，截断均值为 0，截断方差最终等于
a2n，三系列定理给出收敛。反之，级数收敛迫使 |an| = |Xn| → 0；固定 c 后 Yn = Xn 最终成立，
由必要性得到 ∑

n a
2
n <∞。

反例 5.2 (独立性不能删除). 令单个 Rademacher 变量 ε 满足 P(ε = ±1) = 1/2，并取

Xn =
ε

n
.
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取 c = 1 时没有大跳，EXn = 0，且 ∑
nVar(Xn) =

∑
n n

−2 <∞，三个数值条件全部成立；但
∑
n

Xn = ε
∑
n

1

n

发散。失败原因是所有 Xn 由同一个 ε 决定，并不独立。

注 5.1 (与两系列定理及“方差可和”的关系). 若独立变量本来就一致有界，则第一系列自动满足；
三系列定理退化为“均值系列收敛加方差系列可和”的 Kolmogorov 两系列判据。若还中心，则
只剩方差可和这一充分条件。反过来，不能把 ∑

Var(Xn) < ∞ 当作一般必要条件：前面的稀有
大跳例中 ∑

Xn 几乎处处只是有限和，但未截断方差并不可和。

易错点
常见误用有四类：用未截断方差替代第三系列；把第二系列误写成绝对收敛；允许阈值随

n 或样本改变却仍直接套定理；忽略独立性而只核对三个数值级数。必要性证明中真正困

难的是从截断级数收敛推出方差可和，必须使用对称化和特征函数尾乘积（或一个等价的

严格论证），不能从 Yn → 0 直接跳到
∑

Var(Yn) <∞。

答题方法
随机级数题按以下顺序作答：

1. 先核验独立性，并选一个预先固定的截断阈值 c > 0；

2. 计算大跳概率和，判断是否只有有限个截断差；

3. 计算截断均值级数，允许条件收敛但必须给出收敛理由；

4. 计算截断方差级数，必要时用比较判别；

5. 三项全过才宣布几乎处处收敛；任一项失败就指出是哪一种机制失控；

6. 若变量已中心且最终一致有界，直接识别为平方可和判据。

自测

1. 构造依赖事件反例说明 BC2 的独立性必要。

2. 两两独立版本中为何选择 snj ≥ j2？

3. 指数极值上界中为什么有限个例外不会影响最终最大值？

4. 三系列定理的三项分别控制什么机制？

5. 用定理 5.4判别
∑

n εn/
√
n 是否几乎处处收敛。

6. 在必要性证明中，为什么要引入独立副本而不能直接对 Yn 的特征函数取实部？
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学习目标
本章完成从“中心独立增量”到强大数律的证明主链：Kolmogorov 最大不等式、方差可和
级数、有限方差强大数律，以及仅有一阶矩时的截断法。最后以 2025 年秋季真题展示常规
均值尺度被稀有大跳破坏时，如何用精确区块构造证明正负振荡。

6.1 为什么只控制终点还不够
Chebyshev 不等式控制 Sn，但强大数律需要同时控制一段时间内的所有部分和。如果只在稀

疏子列上证明 Snk
/nk → 0，还必须填补子列之间的空隙。Kolmogorov 最大不等式正是把终点方

差转换成路径最大值概率。

定理 6.1 (Kolmogorov 最大不等式). 设 X1, . . . , Xn 独立、EXk = 0、EX2
k <∞，令 Sk =

∑k
j=1Xj。

则对任意 λ > 0，
P
(

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ λ

)
≤ Var(Sn)

λ2
=

∑n
k=1Var(Xk)

λ2
.

证明. 令
Ak = {|S1| < λ, . . . , |Sk−1| < λ, |Sk| ≥ λ}.

Ak 两两不交，其并集就是最大值越界事件。又因为 Ak ∈ σ(X1, . . . , Xk)，而 Sn − Sk 与该 σ-代
数独立且均值为零，

E[Sk(Sn − Sk)1Ak
] = 0.

于是
ES2

n ≥
n∑

k=1

E[S2
n1Ak

]

=

n∑
k=1

E[(Sk + (Sn − Sk))
21Ak

]

≥
n∑

k=1

E[S2
k1Ak

] ≥ λ2
n∑

k=1

P(Ak).

最后利用独立中心增量使 ES2
n =

∑
k Var(Xk)。

易错点
交叉项为零不是因为 Sk 与 Sn − Sk 在事件 Ak 上“仍独立”，而是 1Ak

Sk 对过去可测，未

来增量独立于整个过去且均值为零。若停止事件偷用了未来信息，这一步会失败。
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6.2 方差可和的随机级数
定理 6.2 (Kolmogorov 收敛判别). 若 Xn 独立、中心、平方可积，且

∞∑
n=1

Var(Xn) <∞,

则 ∑
nXn 几乎处处且在 L2 中收敛。

证明. L2 收敛很直接：对 m > n，

E|Sm − Sn|2 =
m∑

k=n+1

Var(Xk) → 0,

所以 (Sn) 在完备空间 L2 中 Cauchy。
为证几乎处处收敛，选 nr 使 ∑

k>nr
Var(Xk) ≤ 2−3r。由 定理 6.1，

P
(

max
nr<k≤nr+1

|Sk − Snr | > 2−r

)
≤ 22r

∑
k>nr

Var(Xk) ≤ 2−r.

Borel–Cantelli 说明这些区块内最大振幅最终至多 2−r。同时 Snr 的 L2 极限存在，从中可抽取几
乎处处收敛子列；区块振幅趋零便把收敛填充到全部 Sn。

6.3 有限方差强大数律
定理 6.3 (有限方差 SLLN). 若 Xn 独立同分布，EX1 = µ、Var(X1) = σ2 <∞，则

1

n

n∑
k=1

Xk −→ µ 几乎处处.

证明. 中心化后可设 µ = 0，记 Sn =
∑

k≤nXk。对二进终点，定理 6.1 给

P
(

max
1≤k≤2r

|Sk| ≥ ε2r
)

≤ 2rσ2

ε2 22r
=

σ2

ε2 2r
.

右端对 r 可求和，所以几乎处处最终

max
k≤2r

|Sk| < ε2r.

若 2r−1 < n ≤ 2r，则
|Sn|
n

≤ maxk≤2r |Sk|
2r−1

< 2ε.

对有理 ε ↓ 0 取可数交，得到 Sn/n→ 0。

注 6.1. 上述证明用了整段前缀最大值，常数略松但逻辑完整。也可先证 S2r/2
r → 0，再对二进区

块增量使用最大不等式；两条路线本质相同。
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6.4 仅有一阶矩时：截断到底解决什么
定理 6.4 (Kolmogorov 强大数律). 若 Xn 独立同分布且 E|X1| <∞，则

1

n

n∑
k=1

Xk −→ EX1 几乎处处.

证明. 令
Yn = Xn1{|Xn|≤n}.

首先， ∑
n≥1

P(Xn 6= Yn) =
∑
n≥1

P(|X1| > n) ≤ E|X1| <∞.

由第一 Borel–Cantelli，引入截断只改变有限多项，故
1

n

∑
k≤n

(Xk − Yk) → 0 几乎处处.

其次，截断后的中心波动满足
∑
n≥1

Var(Yn)
n2

≤
∑
n≥1

E[X2
11{|X1|≤n}]

n2

= E

X2
1

∑
n≥⌈|X1|⌉

1

n2

 ≤ CE|X1| <∞.

于是由 定理 6.2， ∑
n≥1

Yn − EYn
n

几乎处处收敛。Kronecker 引理给出

1

n

n∑
k=1

(Yk − EYk) → 0 几乎处处.

这里 Kronecker 引理可由分部求和看出：若 Tn =
∑

k≤n ak/k 收敛，则

1

n

∑
k≤n

ak = Tn − 1

n

n−1∑
k=1

Tk −→ 0

（对收敛序列使用 Cesàro）。
最后必须正确处理均值：Xn 与 X1 同分布，而不是 Yn 与 Xn 同分布；实际是

EYn = E[X11{|X1|≤n}] −→ EX1

由控制收敛成立。Cesàro 平均遂给 n−1
∑

k≤n EYk → EX1。合并三项即得结论。
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易错点
截断变量 Yn = Xn1{|Xn|≤n} 的分布随 n 改变，绝不能写“Yn 与 Xn 同分布”。严格表述

是：Xn 与 X1 同分布，并且 EYn = E[X11{|X1|≤n}] → EX1。

6.5 当普通均值不收敛：区块振荡法
下面的正式真题中，EXn = 0，但方差随 n 增长，偶发的 4n 大跳与持续的 −1 背景竞争。正

向振荡由单个大跳产生；负向振荡必须构造一整块“没有大跳且负值足够多”的区间。

正式真题：2025 年秋季概率统计 Q4

设 X1, X2, . . . 相互独立，且

P(Xn = −1) =
1

2
, P(Xn = 4n) =

1

8n
, P(Xn = 0) =

1

2
− 1

8n
.

令 Sn =
∑n

k=1Xk。证明

lim inf
n→∞

Sn
n
< 0 < lim sup

n→∞

Sn
n
几乎处处.

完整解答（独立核验稿） 正向振荡。令 An = {Xn = 4n}。这些事件独立，且

∑
n

P(An) =
∑
n

1

8n
= ∞.

由第二 Borel–Cantelli，An 几乎处处发生无穷多次。又因每个 Xj ≥ −1，在 An 上

Sn = Sn−1 + 4n ≥ −(n− 1) + 4n = 3n+ 1,

故 lim supSn/n ≥ 3 > 0。

负向振荡：精确区块。取整数 N2 ≥ 2，并从 r ≥ 2 开始递推

Nr+1 = br2Nrc, Ir = {Nr + 1, . . . , Nr+1}, Lr = Nr+1 −Nr.

这样 Ir 非空且两两不交；从 SNr 到 SNr+1 的增量恰好由 Ir 中变量组成。定义

Gr = {Xj 6= 4j, j ∈ Ir}, Hr = {#{j ∈ Ir : Xj = −1} ≥ 0.4Lr} .

Gr,Hr 都只依赖同一个区块 Ir。
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先估计无大跳概率。利用 log(1− x) = −x+O(x2)，

P(Gr) =

Nr+1∏
j=Nr+1

(
1− 1

8j

)
,

logP(Gr) = −1

8

Nr+1∑
j=Nr+1

1

j
+O(N−1

r ) = −1

8
log Nr+1

Nr
+O(1/Nr).

由于 Nr+1/Nr ∼ r2，存在常数 c, C > 0 使充分大 r 时

cr−1/4 ≤ P(Gr) ≤ Cr−1/4.

在给定 Gr 后，各坐标仍相互独立，并且对 j ∈ Ir，

P(Xj = −1 | Xj 6= 4j) =
1/2

1− 1/(8j)
≥ 1

2
.

因此负值个数随机占优于 Bin(Lr, 1/2)。Hoeffding–Chernoff 下尾界给出

P(Hc
r | Gr) ≤ exp[−2(0.5− 0.4)2Lr] = e−Lr/50.

于是

P(Gr ∩Hr) = P(Gr)P(Hr | Gr) ≥ cr−1/4(1− e−Lr/50)

对充分大 r 成立，其级数发散。由于 Gr ∩ Hr 分别只依赖不交区块，这些事件相互独立；

第二 Borel–Cantelli 说明它们几乎处处发生无穷多次。
还需控制每个区块起点。直接计算

EXj = −1

2
+ 4j

1

8j
= 0, Var(Xj) = EX2

j =
1

2
+ 2j ≤ 3j.

故 Var(Sn) ≤ 3
2n(n+ 1)。Chebyshev 给出

∑
r≥2

P(SNr > rNr) ≤
∑
r≥2

CN2
r

r2N2
r

<∞.

由第一 Borel–Cantelli，几乎处处最终 SNr ≤ rNr。

在同时满足 Gr ∩Hr 且 SNr ≤ rNr 的无穷多个区块上，区块中没有正大跳、至少 0.4Lr 个

−1，其余只能为 0，所以

SNr+1 = SNr +
∑
j∈Ir

Xj ≤ rNr − 0.4Lr.

因此
SNr+1

Nr+1
≤ rNr − 0.4(Nr+1 −Nr)

Nr+1
−→ −0.4,

因为 Nr+1/Nr ∼ r2。故 lim infSn/n ≤ −0.4 < 0，与正向结论合并即证。
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易错点
本题最容易出现四种索引错误：

1. 从 r = 1 开始会令 N2 = bN1c，可能产生空区块；

2. Gr 与 Hr 若使用不同端点，就不能把区块增量精确写成其和；

3. 只证明 P(Gr) � r−1/4 而不控制 Hr，不足以保证负值数量；

4. 使用第二引理前必须指出区块事件因 Ir 不交而相互独立。

答题方法
证明强大数律或振荡时，先辨认波动来源：

1. 方差均匀有限：最大不等式加几何子列；

2. 只有一阶矩：按随时间增长的阈值截断，分别处理大跳、中心波动、均值漂移；

3. 稀有大跳决定上极限：对单点事件使用第二 Borel–Cantelli；

4. 需要持续负漂移：构造不交区块，确保“无正跳”和“负项足够多”都只依赖同一区
块；

5. 最后把区块端点估计除以正确的终点 Nr+1。

本节结论
Kolmogorov 最大不等式把独立中心增量的方差转成整段路径控制。有限方差 SLLN 由几
何尺度上的可求和尾界得到；仅一阶矩时，截断先排除有限多个大跳，再以方差可和与 Kro-
necker 引理控制中心部分。非常规三角阵列则需把稀有大跳和区块背景分开分析。

自测

1. 在 定理 6.1 中说明独立性具体用在哪个等式。

2. 证明若
∑

nVar(Xn) <∞ 且 Xn 独立中心，则
∑

nXn 的 L2 极限与几乎处处极限相

同。

3. 补出估计
∑

n≥⌈x⌉ n
−2 ≤ C/x（x ≥ 1）。

4. 在 2025 秋 Q4 中，若把 Nr+1 改为 2Nr，说明为什么
∑

r P(Gr) 虽发散，但终点负向

不等式未必压过 rNr。

自测核对要点 第 1 题用于令未来增量与过去停止事件的交叉项为零。第 2 题利用 L2 收敛蕴含
依概率收敛，而同一序列的几乎处处极限与依概率极限必须一致。第 3 题与积分 ∫∞

x−1 t
−2 dt 比较。

第 4 题中负区块长度仅与 Nr 同阶，无法压过允许的起点上界 rNr；选择 r2Nr 正是为此。
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6.6 Kolmogorov 最大不等式的停时分割
设独立、均值零且方差有限的 X1, . . . , Xn，Sk =

∑k
i=1Xi。令

Ak = {|S1| < λ, . . . , |Sk−1| < λ, |Sk| ≥ λ}.

Ak 两两不交，且由独立性，Ak 与 Sn − Sk 独立。于是

E[S2
n1Ak

] = E[(Sk + Sn − Sk)
21Ak

]

= E[S2
k1Ak

] + E[(Sn − Sk)
2]P(Ak),

交叉项因未来增量均值零而消失。因此

E[S2
n1Ak

] ≥ λ2P(Ak).

求和得
P
(
max
k≤n

|Sk| ≥ λ

)
≤ Var(Sn)

λ2
.

事件按“首次越界时刻”分割，是证明中不能省略的结构。

6.7 方差可和级数与 Kronecker 引理
若独立均值零 Xn 满足 ∑

n

Var(Xn) <∞,

最大不等式与 Borel–Cantelli 可证明 ∑
nXn a.s. 收敛。

Kronecker 引理：若 bn ↑ ∞ 且 ∑
n xn/bn 收敛，则

1

bn

n∑
k=1

xk → 0.

取 bn = n。若独立均值零且 ∑
n

Var(Xn)

n2
<∞,

则 ∑
Xn/n a.s. 收敛，进而

1

n

n∑
k=1

Xk → 0 a.s.

这给非同分布强大数律的一条标准路线。

6.8 仅一阶矩下截断法的完整主线
设 Xn i.i.d.，E|X1| <∞，令

Yn = Xn1{|Xn|≤n}.
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因为 Xn 与 X1 同分布，∑
n

P(Xn 6= Yn) =
∑
n

P(|X1| > n) ≤ E|X1| <∞.

所以 Xn = Yn 最终 a.s.。
又 ∑

n

Var(Yn)
n2

≤
∑
n

E[Y 2
n ]

n2
.

按 |X1| 所处整数层交换求和，可证右侧有限。于是

1

n

n∑
k=1

(Yk − EYk) → 0 a.s.

同时必须严格写成
EYn = E[Xn1{|Xn|≤n}] = E[X11{|X1|≤n}] → EX1.

这里用的是 Xn 与 X1 同分布；绝不能说 Yn 与 Xn 同分布。Cesàro 平均再给

1

n

n∑
k=1

EYk → EX1.

合并并利用最终相等，得到 SLLN。

6.9 重尾下普通均值为什么失败
若尾部如此重以至 E|X| = ∞，截断均值可能随截断水平漂移，单个极端值也可能与前 n 项

和同阶。此时普通 n−1Sn 未必收敛。诊断顺序是：
1. 检查 E|X|；

2. 计算 nP(|X| > n) 或相应大跳频率；

3. 选择稳定分布尺度或截断/中心化；

4. 若需证明振荡，用互不相交区块建立独立事件。

易错点
区块证明必须使事件只依赖各自区块。对 2025 秋 Q4，取

Ir = {Nr + 1, . . . , Nr+1},

并令 Gr,Hr 都只依赖 Ir，递推从 r ≥ 2 开始。这样从 SNr 到 SNr+1 的增量与区块精确对

应，区块独立、乘积概率与 Chernoff 界才合法。
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自测

1. 最大不等式证明中交叉项为何为零？

2. Kronecker 引理如何把随机级数收敛转成平均收敛？

3. 一阶矩 SLLN 截断中，Yn 与哪个变量同分布、与哪个不一定同分布？

4. 重尾区块法为何必须让事件精确依赖不相交区块？
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第七章 中心极限定理与三角阵列

学习目标
本章回答“总和为何近似正态，以及应按什么尺度归一化”。需要会证明独立同分布中心极

限定理，理解 Lindeberg 条件如何排除单项主导，掌握 Lyapunov 的可检验充分条件，并
能把稀有大跳与产生 Gaussian 波动的主体拆开。

7.1 从大数律到中心极限定理
大数律说明样本均值趋近常数，却不描述误差的形状。若 Sn =

∑n
k=1Xk，EXk = µ、Var(Xk) =

σ2，则 Sn − nµ 的方差是 nσ2，自然尺度是 √
n：

Sn − nµ

σ
√
n

.

中心极限定理说明，在有限方差和适当独立性下，这个量趋于标准正态。
定理 7.1 (Lévy 连续性定理). 若随机变量 Xn 的特征函数 ϕn(t) 逐点收敛到函数 ϕ(t)，且 ϕ 在 0

处连续并且是某个随机变量 X 的特征函数，则 Xn ⇒ X。反之，依分布收敛推出特征函数逐点
收敛。

该定理把分布收敛转化为复函数的乘积极限，是独立和 CLT 的标准工具。
定理 7.2 (Lindeberg–Lévy CLT). 若 Xn 独立同分布，EX1 = µ，0 < σ2 = Var(X1) <∞，则∑n

k=1Xk − nµ

σ
√
n

⇒ N(0, 1).

证明. 中心化并除以 σ，只需考虑 EX1 = 0、EX2
1 = 1。由二阶矩有限，特征函数在 0 处有展开

ϕX(u) = 1− u2

2
+ o(u2).

确切地，
eiuX − 1− iuX

u2
−→ −X

2

2

逐点成立，且左边绝对值可由 CX2 控制；控制收敛给出该展开。独立性于是得到

ϕSn/
√
n(t) =

[
ϕX

(
t√
n

)]n
=

[
1− t2

2n
+ o(n−1)

]n
−→ e−t2/2.

右端是标准正态特征函数且在 0 连续，由 定理 7.1 得结论。
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7.2 三角阵列与 Lindeberg 条件
不同年份或不同位置的随机变量分布可能改变，此时写成三角阵列

Xn1, . . . , Xnkn .

每一行内独立，令 EXnk = 0，
s2n =

kn∑
k=1

Var(Xnk).

标准化后希望 ∑
kXnk/sn ⇒ N(0, 1)。仅有总方差归一化还不够；如果一个单项占据固定比例方

差，极限会保留它的非正态形状。

定义 7.1 (Lindeberg 条件). 对每个 ε > 0，

Ln(ε) =
1

s2n

kn∑
k=1

E
[
X2

nk1{|Xnk|>εsn}
]
−→ 0.

定理 7.3 (Lindeberg–Feller CLT：充分性). 设每行变量独立、中心、s2n > 0。若 定义 7.1 成立，
则 ∑kn

k=1Xnk

sn
⇒ N(0, 1).

证明. 令 Ynk = Xnk/sn，则 ∑
k EY 2

nk = 1。Lindeberg 条件先推出无穷小性：

max
k

P(|Ynk| > ε) ≤ ε−2
∑
k

E[Y 2
nk1{|Ynk|>ε}] → 0,

并且
max
k

EY 2
nk ≤ ε2 +

∑
j

E[Y 2
nj1{|Ynj |>ε}],

所以先令 n→ ∞ 再令 ε ↓ 0，得到 maxk EY 2
nk → 0。

固定 t，记 ϕnk(t) = EeitYnk。因为 EYnk = 0，

ϕnk(t) = 1− t2

2
EY 2

nk + rnk.

对任意 δ > 0，Taylor 余项满足某个常数 Ct 下

|rnk| ≤ δ E[Y 2
nk1{|Ynk|≤η}] + Ct E[Y 2

nk1{|Ynk|>η}],

其中先取足够小的 η 使局部余项系数不超过 δ。对 k 求和并用 ∑
k EY 2

nk = 1 与 Lindeberg 条件，
得到

lim sup
n→∞

∑
k

|rnk| ≤ δ.

再令 δ ↓ 0，故 ∑
k |rnk| → 0。同时 maxk |ϕnk(t)− 1| → 0。令 unk = ϕnk(t)− 1。上式和余项估

计还给 ∑
k |unk| = Ot(1)，故充分大 n 时 maxk |unk| < 1/2，可以在以 1 为中心且不穿过负实轴
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的圆盘内统一取主值复对数。因每行独立，

logϕ∑
k Ynk

(t) =
∑
k

logϕnk(t).

利用 log(1 + z) = z +O(|z|2)，以及∑
k

|ϕnk(t)− 1|2 ≤ max
k

|ϕnk(t)− 1|
∑
k

|ϕnk(t)− 1| → 0,

且 ∑
k rnk → 0，可得

logϕ∑
k Ynk

(t) −→ − t
2

2

∑
k

EY 2
nk = − t

2

2
.

故特征函数趋于 e−t2/2，由 Lévy 连续性定理完成证明。

注 7.1 (Feller 条件与必要性). Feller 无穷小条件

max
k

Var(Xnk)

s2n
→ 0

比 Lindeberg 弱。若三角阵列 CLT 成立并加上 Feller 条件，则 Lindeberg 条件也是必要的。考
试中若只要求证明正态极限，通常验证 Lindeberg 或更强的 Lyapunov 条件即可。

7.3 Lyapunov 条件
定理 7.4 (Lyapunov CLT). 若存在 δ > 0 使

1

s2+δ
n

kn∑
k=1

E|Xnk|2+δ −→ 0,

则 Lindeberg 条件成立，从而标准化行和趋于 N(0, 1)。

证明. 在 |Xnk| > εsn 上，
X2

nk ≤ |Xnk|2+δ

(εsn)δ
.

代入 定义 7.1：
Ln(ε) ≤ ε−δs−(2+δ)

n

∑
k

E|Xnk|2+δ → 0.

例题 7.1 (加权和的 CLT). 设 Zk 独立同分布、中心、方差 1，且 E|Z1|2+δ <∞。对系数 ank，令
s2n =

∑
k a

2
nk。若

maxk |ank|
sn

→ 0,

则 ∑
k ankZk

sn
⇒ N(0, 1).
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因为 ∑
k E|ankZk|2+δ

s2+δ
n

≤ E|Z1|2+δ

(
maxk |ank|

sn

)δ

.

7.4 方差尺度不是机械相加：先拆稀有大跳
有些数组的方差被极少发生、幅度极大的项主导，但这些项几乎处处只出现有限次，并不影

响以较小尺度观察的长期分布。此时若盲目把总方差作为归一化尺度，会掩盖真正形成 Gaussian
波动的主体。正确做法是：

Xj = Yj +Rj ,

对主体 Yj 验证 CLT，对稀有部分 Rj 用 Borel–Cantelli 证明可忽略。

正式真题：2026 年春季概率统计 Q2

设 X1, X2, . . . 相互独立，且

P(Xn = n2) = P(Xn = −n2) = 1

6n2
,

P(Xn = n) = P(Xn = −n) = 1

6
, P(Xn = 0) =

2

3
− 1

3n2
.

令 Sn =
∑n

j=1Xj。求一列 bn > 0，使 Sn/bn ⇒ N(0, 1)。

完整解答（独立核验稿） 定义

Yj = Xj1{|Xj |=j}, Rj = Xj1{|Xj |=j2},

则 Xj = Yj +Rj。两部分都中心，但不需要在同一 j 内相互独立。主体满足

Var(Yj) = EY 2
j = j2

(
1

6
+

1

6

)
=
j2

3
.

因此取

b2n =
n∑

j=1

Var(Yj) =
1

3

n∑
j=1

j2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

18
∼ n3

9
.

验证 Lindeberg 条件。由于 |Yj | ≤ j ≤ n 且 bn � n3/2，

max
j≤n

|Yj |
bn

≤ n

bn
−→ 0.

故对任意固定 ε > 0，充分大 n 时所有指标函数 1{|Yj |>εbn} 都为零。由 定理 7.3，∑n
j=1 Yj

bn
⇒ N(0, 1).

稀有大跳满足
∞∑
j=1

P(Rj 6= 0) =
∞∑
j=1

1

3j2
<∞.
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第一 Borel–Cantelli 说明几乎处处只有有限多个 Rj 非零，所以
∑

j≤nRj 最终是一个有限

随机常数。因 bn → ∞， ∑n
j=1Rj

bn
−→ 0 几乎处处.

最后由 Slutsky，

bn =

√
n(n+ 1)(2n+ 1)

18
,

Sn
bn

⇒ N(0, 1).

易错点
上题若直接使用 Var(Xj)，j4 级大跳会给出完全不同的总方差尺度。但这些大跳概率可求

和，样本路径上最终不再出现；“方差贡献巨大”与“在分布极限中持续出现”不是同一件

事。拆分后也不应声称 Yj , Rj 独立，Slutsky 只需稀有部分依概率趋零。

7.5 CLT 之后的变换
若已经得到

Tn − an
bn

⇒ N(0, 1),

再处理光滑函数、随机分母或可忽略余项，应使用第 四 章的 Delta 方法和 Slutsky，而不必重复
证明 CLT。典型结构为

√
n[g(X̄n)− g(µ)] = g′(µ)

√
n(X̄n − µ) + oP(1).

若研究向量函数，则用 Jacobian：
√
n[g(Tn)− g(θ)] ⇒ N(0, Dg(θ)ΣDg(θ)⊤).

答题方法
中心极限定理题的作答流程：

1. 中心化并计算候选方差尺度；

2. 检查是否有单项或稀有大跳主导，必要时先拆分；

3. 同分布有限方差用经典 CLT；非同分布用 Lindeberg 或 Lyapunov；

4. 写出每个条件的数值验证，不能只报定理名称；

5. 可忽略项用几乎处处或依概率收敛，再由 Slutsky 合并；

6. 非线性统计量最后用 Delta 方法，并核验导数与定义域。

54



概率统计复习资料 第七章 中心极限定理与三角阵列

本节结论
CLT 的尺度来自累计的主体方差，正态性来自“每个增量都渐近可忽略”。Lindeberg 条件
在二阶矩层面排除大项，Lyapunov用更高阶矩提供简便验证。若高方差来自概率可求和的
稀有跳跃，应先用 Borel–Cantelli 拆除，再对主体使用三角阵列 CLT。

自测

1. 在经典 CLT 的特征函数证明中，指出有限二阶矩用于何处。

2. 构造满足 Feller 条件但不满足 Lindeberg 条件的三角阵列，并解释极限为什么不是标
准正态。

3. 若
∑

k a
2
nk = 1 且 maxk |ank| → 0，证明 Rademacher 加权和趋于标准正态。

4. 在 2026 春 Q2 中说明为何
∑

j≤nRj/bn → 0 的结论比仅证明其依概率趋零更强。

自测核对要点 第 1 题用于获得 ϕX(u) = 1− u2/2 + o(u2) 的控制收敛展开。第 2 题可让每行保
留总方差中不可忽略的稀有固定幅度项。第 3 题用 Lindeberg：标准化后最大项绝对值趋零。第 4
题 Borel–Cantelli 给出样本路径上稀有和最终固定，因而得到几乎处处收敛，当然也蕴含依概率
收敛。

7.6 经典 CLT 的特征函数证明
设 Xi i.i.d.，EXi = 0，Var(Xi) = σ2。记

S∗
n =

1

σ
√
n

n∑
i=1

Xi.

单个标准化变量的特征函数在零附近满足

φ(t) = 1− t2

2
+ o(t2).

因此
φS∗

n
(t) =

[
φ

(
t√
n

)]n
=

[
1− t2

2n
+ o(n−1)

]n
→ e−t2/2.

右侧是标准正态特征函数，Lévy 连续性定理给

S∗
n

d−→ N(0, 1).

复对数写法需确认因子最终位于 1 的邻域并选同一主支；或直接用 (1+ an/n)
n → ea 避免支路问

题。
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7.7 Lindeberg 条件为何排除单个大项
三角阵列 Ynk 独立、均值零，行方差归一化为∑

k

EY 2
nk = 1.

Lindeberg 条件要求对每个 ε > 0，∑
k

E
[
Y 2
nk1{|Ynk|>ε}

]
→ 0.

它推出 Feller 条件
max
k

Var(Ynk) → 0,

因为对固定 ε

EY 2
nk ≤ ε2 + E[Y 2

nk1{|Ynk|>ε}],

先取行最大与极限，再让 ε ↓ 0。
特征函数 Taylor 余项必须写为两部分之和：

|rnk| ≤ δ E
[
Y 2
nk1{|Ynk|≤η}

]
+ Ct E

[
Y 2
nk1{|Ynk|>η}

]
.

求和后第一项至多 δ，第二项由 Lindeberg 消失；再令 δ ↓ 0。随后 Feller 条件保证每个特征函数
因子接近一、二次余项总和可控，复对数展开才合法。

7.8 Lyapunov 条件与 Lindeberg

若存在 δ > 0，总方差
s2n =

∑
k

Var(Xnk)

且
1

s2+δ
n

∑
k

E|Xnk − EXnk|2+δ → 0,

则对任意 ε > 0

X21{|X|>εsn} ≤
|X|2+δ

(εsn)δ
.

求和即得 Lindeberg 条件。Lyapunov 更易核验但更强；没有高于二阶的矩时，Lindeberg 仍可能
成立。

7.9 Berry–Esseen 与正态近似误差
若 i.i.d. 中心变量满足 E|X1|3 <∞，则存在普适常数 C：

sup
x

∣∣∣∣P( Sn
σ
√
n
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C E|X1|3

σ3
√
n

.
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CLT 只给极限，不给有限 n 误差；Berry–Esseen 给 n−1/2 量级。若偏度很大，常数前因子可能
使中等样本正态近似仍较差。

7.10 Cramér–Wold 与多维 CLT

随机向量 Zn
d−→ Z 当且仅当对每个固定 a ∈ Rd，

a⊤Zn
d−→ a⊤Z.

对 i.i.d. 向量 Xi 均值 µ、协方差 Σ，任意 a 上的一维 CLT 给

a⊤
√
n(X̄n − µ)

d−→ N(0, a⊤Σa).

Cramér–Wold 推出
√
n(X̄n − µ)

d−→ Nd(0,Σ).

答题方法
CLT 题先中心化、归一化总方差，再检查最大项。i.i.d. 用经典 CLT；非同分布阵列核验
Lindeberg/Lyapunov；向量用 Cramér–Wold；非线性统计量再接 Delta 方法。

自测

1. 从单变量特征函数二阶展开证明经典 CLT。

2. Lindeberg 如何推出最大单项方差消失？

3. Lyapunov 为什么比 Lindeberg 强？

4. CLT 与 Berry–Esseen 的结论差别是什么？

5. 多维 CLT 中 Cramér–Wold 具体降成哪些一维变量？
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第八章 鞅、停时与可选停止

学习目标
本章从滤过和适应性定义鞅，建立条件 Jensen、鞅差、指数鞅、停时与 Doob 最大不等式；
重点是准确陈述可选停止的条件并识别失败反例。

8.1 滤过、适应性与停时
滤过 (Fn) 是递增的 σ-代数族；过程 Xn 适应是指 Xn 对 Fn 可测。随机时刻 τ 是停时若

{τ ≤ n} ∈ Fn。首次进入可测集合通常是停时，而“最后一次到达”通常不是。
停时 σ-代数定义为

Fτ = {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn ∀n}.

若 Xn 适应，则停下过程 Xn∧τ 仍适应。连续时间定义把 n 换成 t；对连续适应过程，闭集首达
时在通常条件下是停时。

8.2 鞅、构造与不等式
定义 8.1 (鞅). 若 Xn ∈ L1、适应且 E[Xn+1 | Fn] = Xn a.s.，则称 (Xn,Fn) 为鞅。把等号换为
≤ 或 ≥ 得上鞅或下鞅。

基本构造包括：Mn = E[X | Fn]；独立零均值和 Sn =
∑

i≤nXi；若 EeθX1 <∞，则

Mn(θ) = exp{θSn − n logEeθX1}

是鞅；平方补偿 S2
n −

∑
i≤n E(X2

i | Fi−1) 是鞅。
定理 8.1 (Doob 最大不等式). 若 (Xk) 是非负下鞅，则对 λ > 0，

λP
(
max
k≤n

Xk ≥ λ

)
≤ E[Xn1{maxk≤n Xk≥λ}] ≤ EXn.

若 p > 1，则存在共轭指数 q = p/(p− 1) 使 ‖maxk≤n |Mk|‖p ≤ q‖Mn‖p。
证明. 令

Ak = {X1 < λ, . . . ,Xk−1 < λ,Xk ≥ λ}.

Ak 不交且 Ak ∈ Fk。下鞅性质给

E[Xn1Ak
] ≥ E[Xk1Ak

] ≥ λP(Ak).
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求和得第一式。Lp 版对尾积分使用第一式，再以 Hölder 控制

E
[
|Mn|max

k≤n
|Mk|p−1

]
.

定理 8.2 (鞅收敛). 若上鞅 (Xn) 满足 supn EX−
n < ∞，则 Xn a.s. 收敛到有限随机变量。特别

地，非负鞅 a.s. 收敛。若鞅一致可积，则存在 X∞ ∈ L1 使 Xn = E[X∞ | Fn] 且 Xn → X∞ 于
L1。

非负鞅的 a.s. 极限可能损失期望，因此不能自动推出 L1 收敛；指数鞅是常见反例来源。

8.3 可选停止与 Wald 等式
定理 8.3 (可选停止：常用安全版本). 若 (Mn) 是鞅，σ ≤ τ 是停时，则在以下任一条件下 EMτ =

EMσ：
(1) τ 有界；
(2) (Mn∧τ )n 一致可积；
(3) Eτ <∞ 且增量满足 |Mn −Mn−1| ≤ C a.s.；
(4) Mn 一致有界且 τ <∞ a.s.

证明. 有界停时下，写 Mτ =M0 +
∑N

k=1(Mk −Mk−1)1{τ≥k}，其中指标对 Fk−1 可测，故每项期
望为零。一般版本先对 τ ∧ n 使用有界情形，再分别用一致可积或支配收敛取极限。

定理 8.4 (Wald 第一等式). 若 Xi i.i.d.、E|X1| <∞，τ 是关于自然滤过的停时、Eτ <∞，则

E
τ∑

i=1

Xi = Eτ EX1.

证明. 写随机和为 ∑
i≥1Xi1{τ≥i}。绝对可积性由 ∑

i E|Xi|1{τ≥i} = E|X1|Eτ < ∞ 保证，可交换
求和与期望。因 {τ ≥ i} ∈ Fi−1 且与 Xi 独立，每项期望为 EX1P(τ ≥ i)；求和得到结论。

例题 8.1 (赌徒破产). 对简单随机游动 Sn，令 τ = inf{n : Sn = −a 或b}。公平情形 Sn∧τ 与
S2
n∧τ − (n ∧ τ) 是鞅。因停下值有界，P(Sτ = b) = a/(a+ b)，且 Eτ = ab。有漂移时使用指数鞅
rSn，其中 pr + q/r = 1，再解首达概率。

答题方法
停时题先证明事件 {τ ≤ n} ∈ Fn，再检查停后过程是否可积。使用可选停止前必须逐条核

验有界停时、一致可积或有界增量加可积停时等条件。

自测

1. 证明停后过程 Mn∧τ 仍为鞅。

2. 由条件 Jensen 证明凸函数作用于鞅得到次鞅。
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3. 证明 Doob 的 L1 最大不等式，并说明事件分层的关键一步。

4. 给出简单对称随机游走无界首达时使朴素可选停止失败的例子。

本节结论
鞅把“给定过去的公平性”转化为条件期望恒等式；停时不会自动保留期望，所有结论都

依赖可积性与极限交换条件。

8.4 鞅的三种构造
条件期望鞅。 若 X ∈ L1，

Mn = E[X | Fn]

满足
E[Mn+1 | Fn] = E[X | Fn] =Mn.

中心独立和。 若 Xn 独立、可积、均值零，令 Fn = σ(X1, . . . , Xn)，则

Sn =

n∑
k=1

Xk

为鞅。

似然比鞅。 若 P,Q 在 Fn 上有密度，令

Ln =
dQ|Fn

dP |Fn

,

则在 P 下 Ln 是非负鞅。顺序检验与 change of measure 都使用这一结构。

8.5 Doob 最大不等式
若 Xk 是非负次鞅，令

Ak = {X0 < λ, . . . ,Xk−1 < λ,Xk ≥ λ}.

Ak ∈ Fk 且两两不交。次鞅性质给对 k ≤ n

E[Xn1Ak
] ≥ E[Xk1Ak

] ≥ λP(Ak).

求和得
λP
(
max
k≤n

Xk ≥ λ

)
≤ E

[
Xn1{maxk≤n Xk≥λ}

]
≤ EXn.
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对 p > 1，结合尾积分与 Hölder 可得∥∥∥∥max
k≤n

|Mk|
∥∥∥∥
p

≤ p

p− 1
‖Mn‖p.

8.6 可选停止的安全版本
鞅 Mn 与停时 τ 并不自动满足 EMτ = EM0。常用充分条件包括：

1. τ 有界；

2. Mn∧τ 一致可积；

3. 鞅增量有界且 Eτ <∞。
有界停时情形，把

Mτ =M0 +

N∑
k=1

(Mk −Mk−1)1{τ≥k}

展开，其中 {τ ≥ k} ∈ Fk−1，故每项期望为零。

反例 8.1. 简单对称随机游走从零出发，令 τ = inf{n : Sn = 1}。一维随机游走 a.s. 命中 1，故
Sτ = 1，而 ES0 = 0。这里 τ 无界且停止鞅族不 UI，不能直接用可选停止。

8.7 赌徒破产与指数鞅
简单随机游走 Sn，步长 +1 概率 p、−1 概率 q = 1− p。若 p 6= q，

Mn =

(
q

p

)Sn

是鞅，因为条件乘子期望为
p(q/p) + q(p/q) = p+ q = 1.

从 i ∈ {0, . . . , N} 出发，停在 τ = inf{n : Sn ∈ {0, N}}。有界状态确保停止值可积，得到

Pi(Sτ = N) =
1− (q/p)i

1− (q/p)N
.

p = q = 1/2 时对 Sn 本身停止，得到

Pi(Sτ = N) =
i

N
.

8.8 Wald 等式与条件
若 Xi i.i.d. 可积，τ 是关于自然滤过的停时，Eτ <∞，并有足够可积性，则

E
τ∑

k=1

Xk = EX1 Eτ.
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证明写成
τ∑

k=1

Xk =
∑
k≥1

Xk1{τ≥k},

而 {τ ≥ k} ∈ Fk−1 与 Xk 独立，所以

E[Xk1{τ≥k}] = EX1 P(τ ≥ k).

求和并用 Eτ =
∑

k≥1 P(τ ≥ k)。交换求和与期望需可积性，不能省略。

答题方法
停时题先核验 {τ ≤ n} ∈ Fn，再写停止过程 Mn∧τ，最后逐条检查可选停止条件。不要从

“它是鞅”直接跳到“停时前后期望相同”。

自测

1. 构造条件期望鞅与似然比鞅。

2. 用首次越界事件证明 Doob 弱型最大不等式。

3. 给出三个保证可选停止合法的充分条件。

4. 推导有偏赌徒破产的命中概率。

5. Wald 等式中停时事件为什么与当前增量独立？
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第九章 鞅收敛与一致可积

学习目标
本章解释鞅为何以及以何种方式收敛：从上穿不等式得到路径极限，用非负性、Lp 有界或

一致可积控制极限交换，并用反例区分 a.s.、L1 与期望守恒。

9.1 上穿不等式与几乎处处收敛
对次鞅 Xn 和 a < b，记 UN [a, b] 为路径在时刻 N 前从 (−∞, a] 上穿到 [b,∞) 的完成次数。

通过“低于 a 时买入、达到 b 时卖出”的可预测策略 Hn ∈ {0, 1}，累积收益 (H ·X)N 满足

(b− a)UN [a, b] ≤ (XN − a)− − (X0 − a)− + (H ·X)N .

次鞅变换的期望非负，故

(b− a)EUN [a, b] ≤ E(XN − a)− + E(X0 − a)+.

若 supn EX−
n <∞，右端一致有界，令 N → ∞ 得每个有理 a < b 的无限上穿概率为零。若路径

的 lim inf 小于 lim sup，必存在有理 a < b 被无限上穿，故 Xn 几乎处处收敛。

定理 9.1 (非负鞅收敛). 若 Mn ≥ 0 是鞅，则存在有限随机变量 M∞ 使 Mn →M∞ 几乎处处，且
EM∞ ≤ EM0。
证明. 非负性给 supn EM−

n = 0，上穿论证给有限极限；Fatou 引理给 EM∞ ≤ lim infn EMn =

EM0。一般不能得到 L1 收敛，因为质量可能逃向稀有大值。

9.2 Lp、一致可积与闭鞅
定理 9.2 (Lp 鞅收敛). 若 p > 1 且 supn E|Mn|p <∞，则存在 M∞ ∈ Lp，使 Mn →M∞ 几乎处
处且于 Lp。
证明. Doob Lp 不等式控制尾部最大函数：

E max
n≤k≤N

|Mk −Mn|p ≤ qpE|MN −Mn|p, q =
p

p− 1
.

Lp 有界鞅由反射性得到弱紧性，并可表示为 Mn = E[M∞ | Fn]；条件期望逼近与 Doob 不等式
给 Lp Cauchy，从而得到所述收敛。考试若不允许引用反射性，可先用上穿得到 a.s. 极限，再由
Lp 有界推出一致可积，结合 Vitali 得 L1，最后对 |Mn −M∞|p 用条件期望近似完成。
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对 L1 鞅，以下三者等价：{Mn} 一致可积；存在 M∞ ∈ L1 使 Mn →M∞ 于 L1；存在 Y ∈ L1

使 Mn = E[Y | Fn]。这说明 UI 正是把 a.s. 收敛升级为守恒期望的条件。

反例 9.1 (非负鞅不必 L1 收敛). 在二叉树上令 Mn = 2n1{前n 次均为正面}。则 EMn = 1，且 Mn 是
非负鞅；但几乎处处最终出现反面，所以 Mn → 0 a.s.，而 E|Mn − 0| = 1。该族不一致可积。

答题方法
判断鞅收敛先问负部或 Lp 是否一致有界，再问是否需要 L1 收敛。只需 a.s. 极限可用上
穿；要交换期望必须补 UI。

自测

1. 证明非负鞅的极限期望可以严格小于初始期望。

2. 证明 Lp 有界（p > 1）推出一致可积。

3. 说明闭鞅表示 Mn = E[Y | Fn] 如何给出 L1 收敛。

4. 在稀有倍增鞅中直接验证鞅性并证明不一致可积。

本节结论
上穿控制振荡，矩或 UI 控制质量逃逸。二者合起来才给出可用于可选停止和极限交换的
强收敛。

9.3 上穿不等式的买低卖高证明
对次鞅 X0, . . . , Xn 和 a < b，令 Un[a, b] 为路径完成的上穿次数。构造可预测持仓 Hk ∈ {0, 1}：

当过程到达 (−∞, a] 后买入，直到到达 [b,∞) 卖出。交易收益

(H ·X)n =
n∑

k=1

Hk(Xk −Xk−1)

至少为
(b− a)Un[a, b]− (Xn − a)−.

因为 Hk 是 Fk−1-可测且非负，
E[Hk(Xk −Xk−1)] ≥ 0.

故
(b− a)EUn[a, b] ≤ E[(Xn − a)−] + E[(X0 − a)+]

（不同起始约定可得到等价边界）。若次鞅的负部期望一致有界，则任意有理 a < b 的上穿总数有
限 a.s.，从而路径极限存在。
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9.4 非负超鞅收敛
若 Xn ≥ 0 为超鞅，则

EXn ≤ EX0.

−Xn 是次鞅且其负部为 Xn，一致 L1 有界。上穿论证给

Xn → X∞ a.s.

Fatou 给
EX∞ ≤ lim inf

n
EXn ≤ EX0.

但不一定 L1 收敛，期望可能在极限处下降；要升级到 L1，需要一致可积。

反例 9.2. 令 Mn = 2n1An，其中 An ↓ A∞ 且 P(An) = 2−n，并按适当二叉滤过构造使 Mn 为非
负鞅。则 EMn = 1，但 Mn → 0 a.s.，所以不 L1 收敛，且族不 UI。

9.5 闭鞅与一致可积
若存在 X ∈ L1 使

Mn = E[X | Fn],

则称 Mn 被 X 闭合。条件期望族 {E[X | G]} 一致可积，因此 Mn UI。若 F∞ = σ(∪nFn)，则

Mn → E[X | F∞] a.s. 且L1.

反过来，若鞅 Mn UI，则 a.s. 与 L1 收敛到某 M∞ ∈ L1，且

Mn = E[M∞ | Fn].

所以离散时间中“UI 鞅”“L1 收敛鞅”“被可积终值闭合”形成等价链。

9.6 Lp 有界鞅
若 p > 1 且

sup
n

E|Mn|p <∞,

则该族 UI，并由 Doob Lp 不等式

E

[
sup
k≤n

|Mk|p
]
≤
(

p

p− 1

)p

E|Mn|p.

让 n→ ∞，获得可积上界与 a.s. 收敛，再由 UI 得

Mn →M∞ in L1.

事实上在适当论证下还可得 Lp 收敛。
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9.7 Doob 分解
任何可积适应过程 Xn 可唯一写成

Xn =Mn +An,

其中 Mn 是鞅，A0 = 0 且 An 可预测：

An =

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1 | Fk−1],

Mn = Xn −An.

若 Xn 是次鞅，则 An 递增。它把随机波动与可预测漂移分开，是连续时间 Doob–Meyer 分解的
离散原型。

答题方法
鞅收敛题依次判断：a.s. 收敛需要上穿/非负/负部有界；L1 收敛需要 UI；Lp 有界 p > 1

自动给 UI。不要把“期望有界”当成 UI。

自测

1. 上穿交易策略为何必须可预测？

2. 非负鞅 a.s. 收敛后，为什么期望可能下降？

3. 证明 UI 鞅由极限变量闭合。

4. Lp 有界为何在 p > 1 时推出 UI？

5. 写出任意适应过程的 Doob 分解。
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第十章 Markov 链、Poisson 过程与首达递推

学习目标
本章用转移核统一有限与可数状态链，学习类结构、常返/暂留、平稳分布和遍历；同时保
留 Poisson 过程的独立平稳增量，训练首达概率和期望的差分方程。

10.1 齐次 Markov 性、条件独立与半群
定义 10.1 (齐次离散时间 Markov 链). 设 S 为有限或可数状态空间，Fn = σ(X0, . . . , Xn)。若存
在随机矩阵 P = (pij)i,j∈S，使对每个 n ≥ 0、j ∈ S 都有

P(Xn+1 = j | Fn) = pXnj a.s.,

则称 (Xn) 为转移矩阵 P 的齐次 Markov 链。齐次性是右端不依赖 n；Markov 性是给定现在 Xn

后，一步未来不再依赖更早历史。

定理 10.1 (给定现在后，过去与未来条件独立). 对任意 r, s ≥ 0、过去事件 A ∈ σ(X0, . . . , Xn−1)

与未来柱事件
B = {Xn+1 = j1, . . . , Xn+s = js},

有
P(A ∩B | Xn) = P(A | Xn)P(B | Xn) a.s.

因此 σ(X0, . . . , Xn−1) 与 σ(Xn+1, Xn+2, . . .) 在给定 Xn 后条件独立。

完整证明. 先固定 Xn = i。反复使用定义中的一步条件概率与塔式法则，得到

P(B | Fn) = pij1pj1j2 · · · pjs−1js ,

右端只依赖 Xn = i，记为 g(i)。于是

E[1A1B | Xn] = E[1AE(1B | Fn) | Xn]

= E[1Ag(Xn) | Xn] = E[1A | Xn] g(Xn).

而 g(Xn) = E[1B | Xn]，故柱事件结论成立。有限并、补与单调极限生成全部未来 σ-代数，单调
类定理把结论扩张到一般未来事件。
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定理 10.2 (Chapman–Kolmogorov 公式). 记 p
(n)
ij = Pi(Xn = j)。对 m,n ≥ 0，

p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj , Pm+n = PmPn.

完整证明. 按中间时刻 m 的状态分割，并用 定理 10.1：

Pi(Xm+n = j) =
∑
k

Pi(Xm = k)Pi(Xm+n = j | Xm = k) =
∑
k

p
(m)
ik p

(n)
kj .

可数状态时各项非负，故求和次序由 Tonelli 定理保证合法。

10.2 停时、强 Markov 性与首达边值问题
定理 10.3 (离散时间强 Markov 性). 设 T 是 (Fn)-停时。对任意有界可测 φ : Sm → R，在
{T <∞} 上

E[φ(XT+1, . . . , XT+m) | FT ] = Gφ(XT ),

其中 Gφ(i) = Ei[φ(X1, . . . , Xm)]。

完整证明. 先验证任意 A ∈ FT：

E[1A∩{T<∞}φ(XT+1, . . . , XT+m)] =
∑
n≥0

E[1A∩{T=n}φ(Xn+1, . . . , Xn+m)]

=
∑
n≥0

E[1A∩{T=n}Gφ(Xn)]

= E[1A∩{T<∞}Gφ(XT )].

第二行用的是确定时刻的 Markov 性，且 A ∩ {T = n} ∈ Fn。这正是条件期望的定义。一般非负
φ 由单调收敛，有界有符号情形由正负部分得到。

令 TA = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}。对不交集合 A,B，命中概率

hi = Pi(TA < TB)

满足
hi =

∑
j

pijhj (i /∈ A ∪B), h|A = 1, h|B = 0. (10.1)

若 mi = EiTA <∞，则

mi = 1 +
∑
j

pijmj (i /∈ A), m|A = 0. (10.2)

两式均由第一步分解得到。反过来，若状态空间无限，方程可能有多个非负解；真实命中概率和
期望分别是相应边界问题的最小非负解。证明方法是先截断 TA ∧ n，迭代方程，再令 n ↑ ∞ 并用
单调收敛。
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例题 10.1 (赌徒破产：概率与期望停时的完整递推). 在 {0, 1, . . . , N} 上，内部状态以概率 p 向
右、q = 1− p 向左，0, N 吸收。令 τ = inf{n : Xn ∈ {0, N}}。命中 N 的概率 hi = Pi(Xτ = N)

满足
hi = phi+1 + qhi−1, h0 = 0, hN = 1.

当 p 6= q 时，特征根为 1, q/p，故
hi =

1− (q/p)i

1− (q/p)N
;

当 p = q = 1/2 时，二阶差分为零，故 hi = i/N。
期望停时 mi = Eiτ 满足

mi = 1 + pmi+1 + qmi−1, m0 = mN = 0.

当 p 6= q 时，常数特解为 i/(q − p)，代入边界得

mi =
i

q − p
− N

q − p

1− (q/p)i

1− (q/p)N
.

当 p = q = 1/2 时，∆2mi = −2，故

mi = i(N − i).

有限状态吸收链从任一内部点都有正概率在至多 N 步内吸收，因此 Pi(τ > kN) ≤ (1− c)k 对某
个 c > 0 成立，保证上述期望有限，不是只求到了形式解。

例题 10.2 (两状态链的平稳分布与周期). 令

P =

(
1− a a

b 1− b

)
, a, b ∈ (0, 1].

解 πP = π 得
π =

(
b

a+ b
,

a

a+ b

)
.

若 a = b = 1，链在两个状态间交替，周期为 2，故 Pn(0, ·) 不收敛，尽管平稳分布唯一。只要
a < 1 或 b < 1，存在自环；不可约性再推出共同周期为 1。

答题方法
首达题先写清停时与边界，再做第一步分解。概率量满足调和方程，期望时间多出常数 1。

无限状态空间还要说明所取的是最小非负解；有限吸收问题则用统一的分块吸收概率证明

期望有限。
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10.3 常返、暂留与沟通类
若存在 n ≥ 0 使 p

(n)
ij > 0，记 i→ j；若 i→ j 且 j → i，记 i↔ j。互达是等价关系，其等

价类称沟通类。令
T+
i = inf{n ≥ 1 : Xn = i}, f

(n)
ii = Pi(T

+
i = n).

若 Pi(T
+
i < ∞) = 1，称 i 常返；否则称暂留。常返状态在 EiT

+
i < ∞ 时称正常返，在期望为无

穷时称零常返。

定理 10.4 (Green 级数的常返判据). 对任意状态 i，

i 常返 ⇐⇒
∞∑
n=0

p
(n)
ii = ∞.

若 i 暂留，则从 i 出发访问 i 的总次数均值有限。

完整证明. 记 un = p
(n)
ii ，其中 u0 = 1，并令 fn = f

(n)
ii 。按第一次正回返发生在时刻 k 分解，强

Markov 性给出更新方程
un =

n∑
k=1

fkun−k (n ≥ 1).

对 0 ≤ s < 1 定义
U(s) =

∑
n≥0

uns
n, F (s) =

∑
n≥1

fns
n.

非负项允许交换求和，故 U(s) = 1 + F (s)U(s)，即

U(s) =
1

1− F (s)
.

令 s ↑ 1。由单调收敛，F (s) ↑ Pi(T
+
i < ∞)。因此回返概率为 1 当且仅当 U(s) ↑ ∞，等价于∑

n un = ∞。访问次数 Vi =
∑

n≥0 1{Xn=i} 满足 EiVi =
∑

n un，故暂留时其均值有限。

定理 10.5 (常返性与周期是沟通类性质). 若 i↔ j，则 i, j 同为常返或同为暂留，且周期

d(i) = gcd{n ≥ 1 : p
(n)
ii > 0}

满足 d(i) = d(j)。

完整证明. 取 r, s 使 p
(r)
ji > 0、p

(s)
ij > 0。由 Chapman–Kolmogorov，

p
(r+n+s)
jj ≥ p

(r)
ji p

(n)
ii p

(s)
ij .

若 i 常返，则右侧对 n 求和发散，故由 定理 10.4，j 常返；交换 i, j 得反向结论。对周期，r+ s

是 j 的一个回返长度；若 n 是 i 的回返长度，则 r+ n+ s 也是 j 的回返长度。因此 d(j) 同时整
除 r + s 与 r + n+ s，从而整除每个这样的 n，故 d(j) | d(i)。交换两状态得 d(i) | d(j)，于是二
者相等。

定理 10.6 (有限不可约链正常返). 有限不可约 Markov 链的每个状态都正常返。
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完整证明. 固定目标状态 j。有限性与不可约性保证：对每个 i 可选一条至多 |S| − 1 步到达 j 的
正概率路径。令 L 为这些路径长度的最大值，ε > 0 为其路径概率的最小值。由 Markov 性，从
任意状态出发在接下来 L 步内命中 j 的条件概率至少为 ε。故

Pi(Tj > kL) ≤ (1− ε)k.

尾和公式给
EiTj =

∑
n≥0

Pi(Tj > n) ≤ L
∑
k≥0

(1− ε)k =
L

ε
<∞.

从 j 出发先走一步再使用同一界，得到 EjT
+
j <∞。

反例 10.1 (常返不等于正常返，也不自动给平稳概率). 整数格上的简单对称随机游走满足

p
(2n)
00 =

(
2n

n

)
2−2n ∼ (πn)−1/2.

故 Green 级数发散，状态 0 常返；但其平均回返时间无穷，是零常返。更具体地，首次回返分布
满足

P0(T
+
0 = 2n) =

1

2n− 1

(
2n

n

)
2−2n � n−3/2,

故 E0T
+
0 =

∑
n≥1 2nP0(T

+
0 = 2n) = ∞。计数测度满足不变性，却不能归一化为 Z 上的概率分

布。这说明“常返”“正常返”和“存在平稳概率分布”不可混用。

10.4 平稳分布的构造、唯一性与详细平衡
定理 10.7 (回返周期构造平稳分布). 设链不可约且状态 i 正常返。定义一个回返周期内的访问量

νj = Ei

T+
i −1∑
n=0

1{Xn=j}

 .
则 νP = ν、∑j νj = EiT

+
i ，从而

πj =
νj

EiT
+
i

是平稳概率分布；它与基准状态 i 的选择无关，并且是唯一平稳概率分布。特别地，

πi =
1

EiT
+
i

.

72



概率统计复习资料 第十章 Markov 链、Poisson 过程与首达递推

完整证明. 非负项允许把期望与求和交换。对每个 k，

∑
j

νjpjk = Ei

T+
i −1∑
n=0

pXnk

= Ei

T+
i −1∑
n=0

Ei[1{Xn+1=k} | Fn]

= Ei

T+
i∑

n=1

1{Xn=k}.

因为 X0 = XT+
i
= i，最后一个随机和与 ∑T+

i −1
n=0 1{Xn=k} 逐路径相等，故 νP = ν。再对 j 求和得∑

j νj = EiT
+
i ，所以归一化后得到平稳分布。一个周期内只有时刻 0 访问基准状态 i，故 νi = 1，

推出 πi = 1/EiT
+
i 。

为说明唯一性，从任意状态 j 的相继回返时刻切分轨道。强 Markov 性使完整回返周期独立
同分布；更新报酬定理于是给出每个状态 k 的长期访问频率

Ej
∑T+

j −1

n=0 1{Xn=k}

EjT
+
j

.

若初始分布本身平稳，则该频率的期望在每个时刻都等于该平稳分布的第 k 个分量。上式只由 P

决定，故任意两个平稳概率分布逐坐标相等。这也说明从不同基准状态构造得到同一个 π。

命题 10.8 (详细平衡推出平稳性). 若概率分布 π 满足

πipij = πjpji (i, j ∈ S),

则 πP = π。

证明. 固定 j 并对 i 求和：

(πP )j =
∑
i

πipij =
∑
i

πjpji = πj
∑
i

pji = πj .

这里最后一个求和是转移矩阵第 j 行之和。详细平衡是充分条件而非必要条件。

例题 10.3 (有限 birth–death 链的手算). 在 {0, 1, 2} 上令

P =


1/2 1/2 0

1/4 1/2 1/4

0 1/2 1/2

 .

详细平衡递推给 π1/π0 = p01/p10 = 2 与 π2/π1 = p12/p21 = 1/2，归一化得

π = (1/4, 1/2, 1/4).

链不可约且有自环，故非周期；因此任意初值下的时刻分布都收敛到 π。
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10.5 周期、时刻分布与时间平均
反例 10.2 (周期链的时刻分布不收敛). 在三个状态上令 0 → 1 → 2 → 0 为确定转移。链有限不
可约，唯一平稳分布为 (1/3, 1/3, 1/3)，共同周期为 3。从 0 出发时，Xn 的分布在三个点质量之
间循环，因而没有时刻分布极限；但每个状态在前 n 步中的比例都趋于 1/3。

定理 10.9 (分布收敛与遍历结论). 设可数状态链不可约且正常返，平稳分布为 π。
1. 若链非周期，则对任意 i, j，

p
(n)
ij −→ πj .

2. 对任意满足 ∑
j πj |f(j)| <∞ 的 f，无论周期如何，

1

n

n−1∑
k=0

f(Xk)
a.s.−−→

∑
j

πjf(j).

证明思路
第一条的完整证明通常使用更新定理或耦合。以状态 i 的回返时刻为更新点，非周期性保

证回返时间分布的跨度为 1，关键更新定理给 p
(n)
ij → νj/EiT

+
i = πj。若周期为 d > 1，更

新质量只落在固定剩余类，故一般不能逐步收敛。第二条把轨道分成回返周期，对每周期

报酬
∑
f(Xk) 与周期长度分别用强大数律，再取比值；截断处理 π(|f |) <∞ 的一般情形。

这是考试中应写出的证明路线，深层的关键更新定理本身不属于本考纲的独立证明要求。

10.6 Poisson 过程：指数等待时间、条件到达与分裂
令 W1,W2, . . . 独立同分布为 Exp(λ)，Sn =

∑n
k=1Wk，并定义

N(t) = max{n : Sn ≤ t}.

由于 Sn 具有 Erlang 密度，

P(N(t) = n) = P(Sn ≤ t < Sn+1) = e−λt (λt)
n

n!
.

更一般地，对互不相交区间 I1, . . . , Ir，直接对指数联合密度在相应到达单纯形上积分，得到各区
间计数相互独立，且

N(Iℓ) ∼ Poisson(λ|Iℓ|).

因此指数到达间隔构造确实产生独立平稳增量的 Poisson 过程；反过来，小时间条件与独立平稳
增量给出指数等待时间的无记忆性。

定理 10.10 (给定总到达数的次序统计量). 给定 N(t) = n，向量 (S1, . . . , Sn) 的条件密度为

n!

tn
1{0<s1<···<sn<t},

即与 n 个独立 Unif(0, t) 的次序统计量同分布。
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完整证明. 在单纯形 0 < s1 < · · · < sn < t 上，恰有这 n 次到达且 t 前无下一次到达的联合密度
是

λne−λsnP(Wn+1 > t− sn) = λne−λt.

除以 P(N(t) = n) = e−λt(λt)n/n!，得到 n!/tn。这正是均匀样本次序统计量的联合密度。

命题 10.11 (叠加、稀疏化与条件分裂). 独立 Poisson 过程之和仍为 Poisson，速率相加。若每
次到达独立以概率 p 标为第一类，则两类计数过程独立，速率分别为 pλ 与 (1− p)λ。给定总数
N(t) = n，各类计数服从多项分布。

证明. 对固定区间长度 u，设两类计数为 K,L。条件于 N(u) 后取概率母函数：

E[zKwL] = E[(pz + (1− p)w)N(u)]

= exp{λu[p(z − 1) + (1− p)(w − 1)]}

= exp{pλu(z − 1)} exp{(1− p)λu(w − 1)}.

最后一行分解为两个 Poisson 母函数，证明独立性与各自速率。对互不相交时间区间重复同一计
算，得到过程层面的独立增量。叠加结论由独立 Poisson 母函数相乘得到；给定总数时，标记独
立性直接给出多项分布。

命题 10.12 (补偿 Poisson 鞅). 对自然滤过 Ft = σ(N(s) : s ≤ t)，

Mt = N(t)− λt

是鞅。

证明. 若 s < t，独立增量给

E[N(t)−N(s) | Fs] = λ(t− s).

因此
E[Mt | Fs] = N(s) + λ(t− s)− λt =Ms.

且 E|Mt| <∞，故鞅定义的可积性也满足。

10.7 连续时间 Markov 链与生成元入口
有限状态齐次连续时间 Markov 链的转移半群 P (t) = (pij(t)) 满足 P (t+ s) = P (t)P (s)。若

小时间展开为
P (h) = I + hQ+ o(h), h ↓ 0,

则 Q = (qij) 为生成元。概率非负与行和为一分别给出

qij ≥ 0 (i 6= j), qii = −
∑
j ̸=i

qij .

从状态 i 出发的停留时间参数为 −qii，离开时跳到 j 6= i 的条件概率为 qij/(−qii)。
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命题 10.13 (Kolmogorov 前后向方程). 有限状态且生成元有限时，

P ′(t) = P (t)Q = QP (t), P (0) = I,

因而 P (t) = etQ。平稳分布满足 π⊤Q = 0。

证明. 由半群性质，
P (t+ h)− P (t)

h
= P (t)

P (h)− I

h
−→ P (t)Q.

也可写 P (t+h) = P (h)P (t)，得到左乘形式 QP (t)。矩阵常微分方程的唯一解为 etQ。若 π⊤P (t) =

π⊤ 对所有 t 成立，对 t = 0 求导得 π⊤Q = 0；反之 π⊤etQ = π⊤。

易错点
四个概念必须分开：常返只问是否最终返回；正常返再要求平均回返时间有限；平稳分布

是一步演化不变；从任意初值的时刻分布收敛还需要非周期等条件。详细平衡只是一种便

捷的充分条件，也不是所有平稳链都可逆。

答题方法
Markov 题依次检查状态空间、沟通类、常返类型与周期；平稳分布先解 πP = π，再判断

能否用详细平衡。首达概率写调和方程，首达期望写带常数项的 Poisson 方程。Poisson 题
在“独立增量、指数等待、条件次序统计量、标记分裂”四个入口间切换。连续时间链先从

生成元读出离开率和跳转概率。

自测

1. 用更新方程证明
∑

n p
(n)
ii = ∞ 等价于常返。

2. 证明互达状态周期相同，并给出一个周期为 3 的有限链。

3. 从回返周期访问量构造平稳分布，解释归一化常数为何是平均周期长度。

4. 分别求赌徒破产的命中概率与期望吸收时间。

5. 推导给定 N(t) = n 后到达时刻的联合密度。

6. 用联合概率母函数证明 Poisson 稀疏化后的两类过程独立。

7. 从半群性质推出 Kolmogorov 前后向方程。

本节结论
离散链的主线是“Markov 性 → 强 Markov 性 → 首达递推与回返周期 → 平稳和遍历”；

Poisson 过程把指数等待、独立增量、条件次序统计量与补偿鞅连成同一结构；连续时间链
则由生成元编码瞬时跳转率。
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学习目标
本章从 Gaussian 独立增量和连续路径定义 Brownian motion，推导缩放、反射原理、最大
值与首达分布，建立指数鞅、Brownian bridge 和协方差核计算。

11.1 Brownian motion、反射原理与二次变差
定义 11.1 (Brownian motion). B0 = 0；路径连续；独立平稳增量；Bt −Bs ∼ N(0, t− s)。因此
它是均值零、协方差 EBsBt = min(s, t) 的高斯过程。

尺度性：(c−1/2Bct)t≥0
d
= (Bt)；强 Markov 性：对 a.s. 有限停时 T，(BT+t −BT ) 是独立于

FT 的 Brownian motion。指数过程 exp{θBt − θ2t/2} 是鞅。

定理 11.1 (反射原理). 令 Mt = maxs≤tBs。对 a > 0、x < a，

P(Mt ≥ a,Bt ≤ x) = P(Bt ≥ 2a− x).

特别地 P(Mt ≥ a) = 2P(Bt ≥ a)，故 Mt
d
= |Bt|。

证明. 在首达 a 的时刻 Ta 后反射路径：B̃s = Bs 对 s ≤ Ta，而 B̃s = 2a−Bs 对 s > Ta。强 Markov
性与对称性说明该变换保持 Wiener 测度，并把事件 {Mt ≥ a,Bt ≤ x} 双射到 {Bt ≥ 2a−x}。

首达时 Laplace 变换由指数鞅得到

Ee−λTa = e−a
√
2λ, a, λ > 0,

进而令 λ ↓ 0 得 P(Ta <∞) = 1。沿划分网格 Πn 网长趋零，∑(Btk+1
−Btk)

2 P−→ t（适当嵌套划
分可 a.s.），即 Brownian 二次变差为 t，而总变差 a.s. 无穷。

若只需要确定性被积函数 f ∈ L2[0, T ]，Itô 积分由阶梯函数在 L2 中完备化定义，并满足

E
∫ T

0
f(t) dBt = 0, E

(∫ T

0
f(t) dBt

)2

=

∫ T

0
f(t)2 dt.

第二式即 Itô 等距。一般适应被积过程与 Itô 公式只作随机积分的延伸接口，考试主要掌握定义、
等距和 Brownian 鞅的标准计算。
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答题方法
Brownian 题先用缩放和独立增量标准化；最大值/首达用反射，条件端点用 bridge，指数
泛函先找鞅或做 Cameron–Martin 型倾斜。

自测

1. 由反射原理推导 P(sups≤tBs ≥ a) = 2P(Bt ≥ a)。

2. 求首达时 τa 的分布函数和 Laplace 变换。

3. 验证 exp(θBt − θ2t/2) 是鞅。

4. 计算 Brownian bridge 的均值与协方差，并说明它不是独立增量过程。

本节结论
Brownian motion 的核心工具是 Gaussian 线性代数、强 Markov 性、反射与指数鞅；路径
直觉必须由这些可计算结构支撑。

11.2 Brownian motion 的有限维分布与协方差
标准 Brownian motion 满足 B0 = 0、连续路径、独立平稳高斯增量：

Bt −Bs ∼ N(0, t− s), 0 ≤ s < t.

因此它是中心高斯过程，协方差

Cov(Bs, Bt) = min(s, t).

若 s ≤ t，写
Bt = Bs + (Bt −Bs),

后项与 Bs 独立，故协方差为 Var(Bs) = s。
缩放性：

{c−1/2Bct : t ≥ 0} d
= {Bt : t ≥ 0}.

时间反演在有限区间也产生 Brownian 结构。这些是过程层面的有限维分布等式，若需要路径事
件还要结合连续版本。

11.3 反射原理与最大值分布
令

Mt = max
0≤s≤t

Bs, τa = inf{s : Bs = a}.
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对 b < a，在首次到达 a 后把路径增量反射，得到

P(Mt ≥ a,Bt ≤ b) = P(Bt ≥ 2a− b).

取 b = a 并分解终点，得到

P(Mt ≥ a) = 2P(Bt ≥ a), a > 0.

所以
Mt

d
= |Bt|,

但二者不是同一个随机变量，联合结构也不同。
命中时间分布：

P(τa ≤ t) = 2

[
1− Φ

(
a√
t

)]
.

密度为
fτa(t) =

a√
2πt3

exp
(
−a

2

2t

)
.

其期望发散，提醒命中 a.s. 有限不等于平均命中时间有限。

11.4 指数鞅与漂移命中
对任意 θ ∈ R，

Mt = exp
(
θBt −

1

2
θ2t

)
是鞅。因为对 s < t，

E[eθ(Bt−Bs)−θ2(t−s)/2] = 1

且增量独立。
它可用于带漂移 Brownian Xt = Bt + µt 的 hitting probability 或 change of measure。停止

前必须先截断 τ ∧ n，再检查 UI/有界性让 n→ ∞；不能对任意无界命中时刻直接使用指数鞅等
式。

11.5 二次变差与非经典可微性
在分割 Πn : 0 = t0 < · · · < tm = t 网格宽趋零时，∑

i

(Bti+1 −Bti)
2 P−→ t.

因为期望为 ∑
i∆ti = t，方差在独立高斯增量下为

2
∑
i

(∆ti)
2 → 0.
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这称二次变差 [B]t = t。光滑函数路径的二次变差为零，说明 Brownian 路径不可能像普通可微函
数那样变化。

Itô 公式中的二阶修正正来自非零二次变差：

df(t, Bt) = ft dt+ fx dBt +
1

2
fxx dt.

即使考纲只要求基础过程，也应知道为什么随机链式法则多出二阶项。

11.6 Brownian bridge 与条件高斯
给定 BT = 0，过程的条件均值为零，条件协方差

Cov(Bs, Bt | BT = 0) = min(s, t)− st

T
.

可构造
βt = Bt −

t

T
BT ,

则 βt 与 BT 联合高斯且协方差为零，因此独立；β 具有 Brownian bridge 分布。它是 Gaussian
条件分布在过程层面的直接应用。

答题方法
Brownian 题先用独立高斯增量求协方差；最大值/命中用反射；指数函数用指数鞅；路径
平方增量用二次变差。每次停止都先截断再放极限。

自测

1. 推导 Brownian 协方差 min(s, t)。

2. 用反射原理求 Mt 的分布。

3. 命中时间为何 a.s. 有限但期望无穷？

4. 证明网格二次变差在 L2 中趋于 t。

5. 推导 Brownian bridge 的条件协方差。
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第十二章 Galton–Watson 分枝过程与树上临界

学习目标
本章用概率生成函数迭代描述 Galton–Watson 过程，证明灭绝概率是固定点，并把树渗流
的临界值化为平均后代数问题。

12.1 Galton–Watson 分枝过程
设 Z0 = 1、Zn+1 =

∑Zn
j=1Xn,j，后代 pgf 为 f(s) = EsX、均值 m = f ′(1)。则

E[Zn+1 | Fn] = mZn, EZn = mn, E[sZn+1 | Fn] = f(s)Zn , EsZn = f◦n(s).

所以 Zn/m
n（m > 0）是非负鞅。

定理 12.1 (灭绝概率). 灭绝概率 q 是 f(s) = s 在 [0, 1] 上的最小根。在 p0 > 0 且分布非退化条
件下，若 m ≤ 1 则 q = 1；若 m > 1 则存在唯一 q < 1。

证明. qn = P(Zn = 0) = f◦n(0) 单调上升，极限 q 满足 f(q) = q。若 r 是任一固定点，则由单调
性 qn ≤ r，故 q ≤ r。根的数目由 f 的凸性、f(1) = 1 与 f ′(1) = m 决定。

分枝树每条边以概率 p 保留后，新后代均值为 pm，故超临界原树存活条件下渗流临界值为
pc = 1/m。严格的 quenched 结论需遗传事件 0–1 性；完整证明在 2026 春 Q6 解答中给出。

12.2 综合题与易错点
例题 12.1 (Brownian 首达时). 对 Ta = inf{t : Bt = a}，停指数鞅于 Ta ∧ n，取参数 u =

√
2λ：

1 = EeuBTa∧n−λ(Ta∧n)。通过有界区域先停于 [−b, a]、再令 b, n → ∞ 可严格控制一致可积，得到
Ee−λTa = e−a

√
2λ。直接在无界停时上套 OST 是不完整的。

易错点
OST绝非“对任意停时都成立”；必须逐条写明有界、一致可积、增量有界加有限均值等条
件。非负鞅 a.s. 收敛不保证期望不丢失。不可约正常返保证平稳分布，非周期才保证逐时
分布收敛。Brownian 的每个固定时刻正态不等于路径可微；事实上路径 a.s. 处处不可微。
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复习检查
能够构造指数鞅和平方补偿鞅；证明 Doob 最大不等式；列出四个安全 OST 版本；证明
Wald 等式；解赌徒破产；分类有限/可数 Markov 链并求平稳分布；使用详细平衡；计算
Poisson 条件到达；用反射原理和指数鞅求首达；写出分枝过程 pgf 递推和灭绝固定点。

答题方法
分枝题先写后代 pgf f，再用 f◦n 表示第 n代。灭绝概率取最小固定点；临界判断看 f (2)(1)

与均值 f (1)(1)，不要把某个非最小固定点误作灭绝率。

自测

1. 证明灭绝概率是 f(s) = s 在 [0, 1] 的最小解。

2. 讨论均值小于、等于和大于一时的灭绝结论。

3. 把 m-叉树边渗流化为 Binomial(m, p) 分枝过程并求 pc。

4. 说明临界情形平均规模不变却仍几乎必然灭绝。

本节结论
pgf 把随机树的递归独立性变成函数迭代；均值决定临界方向，固定点决定精确灭绝概率。

12.3 生成函数迭代与灭绝概率
Galton–Watson 过程中，每个个体后代数 ξ i.i.d.，生成函数

f(s) = Esξ.

从单个祖先出发，
E[sZn+1 | Zn] = f(s)Zn ,

故
EsZn = f◦n(s).

灭绝事件为
{∃n : Zn = 0},

概率
q = lim

n→∞
P(Zn = 0) = lim

n→∞
f◦n(0).

连续性给 f(q) = q，且单调迭代表明 q 是 [0, 1] 中最小不动点。
令 m = f ′(1) = Eξ。在非退化情形，

m ≤ 1 ⇒ q = 1, m > 1 ⇒ q < 1.
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临界 m = 1 仍 a.s. 灭绝，但平均规模 EZn = 1 不下降，显示期望不决定典型路径。

12.4 归一化人口鞅
若 0 < m <∞，

Wn =
Zn

mn

是非负鞅，因为
E[Zn+1 | Fn] = mZn.

故 Wn →W a.s.。但要有 EW = 1 和 L1 收敛，需要 UI；经典 L logL 条件

E[ξ log+ ξ] <∞

在超临界情形起关键作用。只由非负鞅收敛不能断言期望保持。

12.5 总后代数与随机游走编码
总人口

T =
∑
n≥0

Zn

可用队列探索编码：每处理一个个体，待处理数变化 ξi − 1。从一个祖先出发，

T = inf
{
n ≥ 1 : 1 +

n∑
i=1

(ξi − 1) = 0

}
.

这把分枝总规模转化为随机游走首达时间。亚临界 m < 1 时

ET =
∑
n≥0

EZn =
∑
n≥0

mn =
1

1−m
.

12.6 树渗流的 boundary 身份
在 d-叉树上，每条边以概率 p 独立开放。从根出发的开放子树是后代分布 Bin(d, p) 的 Galton–

Watson 过程，平均后代 dp。因此存在无限开放簇的临界值

pc =
1

d
.

这一联系可用于历史真题，但树渗流/GFF 等不自动扩成当前统计主线；在覆盖矩阵中应标为历
史题或 boundary，并保留唯一完整解答。

答题方法
分枝题先写后代生成函数，再用迭代求第 n 代分布，用最小不动点求灭绝，用 Zn/m

n 研

究规模。期望、灭绝概率与归一化极限是三个不同对象。
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自测

1. 为什么灭绝概率是 f(s) = s 的最小不动点？

2. 临界过程中 EZn = 1 如何与 a.s. 灭绝相容？

3. Wn = Zn/m
n 的 UI 为什么重要？

4. 用随机游走编码解释总后代数。

5. 推导 d-叉树独立边渗流的临界值。
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第十三章 次序统计量、充分性、完备性与 Basu

学习目标
本章建立统计推断的压缩原则：从次序统计量与联合密度进入 factorization、minimal suf-
ficiency、complete statistics、Rao–Blackwell、Lehmann–Scheffé 与 Basu。

13.1 统计模型、统计量与充分性
统计模型是分布族 {Pθ : θ ∈ Θ}。统计量是样本的可测函数，不含未知参数。充分性表达“给

定统计量后，样本剩余随机性不再含参数信息”。

定理 13.1 (Fisher–Neyman 因子分解). 在由同一 σ-有限测度支配的模型中，统计量 T (X) 对 θ

充分，当且仅当存在非负函数 gθ, h 使

fθ(x) = gθ(T (x))h(x)

几乎处处成立，其中 h 不依赖 θ。

证明. 若分解成立，则给定 T = t 后，条件分布中 gθ(t) 约去，故不依赖参数。反向若 T 充分，取由
T 诱导的边缘密度 gθ(t) 与一个固定参数下的条件核 K(dx | t)；充分性说明该核可选为与参数无
关，Radon–Nikodym 分解即给 fθ(x) = gθ(T (x))h(x)。离散情形可直接按每个纤维 {x : T (x) = t}
归一化。

命题 13.2 (极小充分的似然比判据). 在支配模型中，若对任意 x, y，比值 fθ(x)/fθ(y) 与 θ 无关
当且仅当 T (x) = T (y)，则 T 极小充分。支集随参数变化时，比值为 0/0 的点要按共同支集谨慎
处理。

例题 13.1 (指数族). k 参数自然指数族

fη(x) = h(x) exp{ηTT (x)−A(η)}

中 T 充分。若自然参数空间含有 Rk 中的非空开集，且相应矩母函数在邻域内有限，则 T 的族通
常完备；“满秩”条件不可省略。

13.2 完备性、辅助统计量与 Basu

定义 13.1 (完备与辅助). 统计量 T 完备是指对所有 θ，Eθg(T ) = 0 蕴含 g(T ) = 0 a.s.（对所有
参数）。统计量 A 辅助是指其分布不依赖参数。
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定理 13.3 (Basu). 若 T 是完备充分统计量，A 是辅助统计量，则 T 与 A 独立。

证明. 对任意有界 h(A)，令 g(T ) = E[h(A) | T ] − Eh(A)。充分性使条件期望可选为不依赖参数
的同一函数；辅助性使 Eθh(A) 也不依赖参数。故对所有 θ 有 Eθg(T ) = 0，完备性推出 g(T ) = 0

a.s.，即 E[h(A) | T ] = Eh(A)。对指标函数使用单调类定理得独立。

正态样本中 (X̄, S2) 独立可由 Basu 得到：当方差已知时 X̄ 对均值完备充分，而残差方向/样
本方差适当标准化为辅助；双参数情形更常用正交变换与 Cochran 定理。

答题方法
充分性用因子分解；极小充分性比较似然比是否与参数无关；完备性从 Eθg(T ) = 0 对全部

参数推出 g = 0。UMVU 先 Rao–Blackwell，再用完备性保证唯一。

自测

1. 求指数族的自然充分统计量并说明自然参数空间含开集时的完备性。

2. 对 Uniform(0, θ) 求极小充分统计量并讨论完备性。

3. 证明 Rao–Blackwell 不增 MSE，并写出等号条件。

4. 用 Basu 定理判断正态样本均值与样本方差的独立性。

本节结论
充分性负责不丢参数信息，完备性负责消除无偏估计歧义，二者共同把 UMVU 问题转化
为条件期望计算。

13.3 因子分解定理的双向证明
统计量 T (X) 对参数 θ 充分，直观上指给定 T 后样本的条件分布不再含 θ。在有共同支配测

度时，Neyman–Fisher 因子分解定理为

fθ(x) = gθ(T (x))h(x)

当且仅当 T 充分。
若有分解，对离散模型，

Pθ(X = x | T = t) =
gθ(t)h(x)∑

y:T (y)=t gθ(t)h(y)
=

h(x)∑
y:T (y)=t h(y)

,

与 θ 无关。连续情形用正则条件分布/支配测度作相同消去。
反向若条件分布 q(x | T (x)) 不含参数，则

fθ(x) = q(x | T (x)) fθ,T (T (x)),

取 h = q、gθ = fθ,T 即得分解。
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13.4 极小充分统计量的似然比判据
在密度共同支配且支撑不随参数改变的常见情形，若统计量 T 满足

fθ(x)

fθ(y)
与θ 无关 ⇐⇒ T (x) = T (y),

则 T 极小充分：任何充分统计量 S 的等值类都细于 T，所以 T 是 S 的函数。
例题 13.2 (均匀分布的支撑含参). 若 Xi

i.i.d.∼ Unif(0, θ)，

fθ(x) = θ−n1{0 < x(1), x(n) < θ}.

T = X(n) 充分且极小充分。支撑依赖 θ，不能把常规 score 的期望为零与 Cramér–Rao 正则公式
无条件套用。

13.5 一参数指数族与完备性
满秩自然指数族写为

fη(x) = h(x) exp{ηT (x)−A(η)}, η ∈ N ,

其中自然参数空间 N 含开区间。T 充分。
若可测 g 满足

Eηg(T ) = 0 ∀η ∈ N ,

则 ∫
g(t)eηt ν( dt) = 0

在一个开区间成立。Laplace 变换唯一性推出 g(T ) = 0 a.s.，故 T 完备。开自然参数空间很关键；
若参数只取有限点，有限个矩方程一般不足以强迫 g = 0。
例题 13.3 (Poisson). Xi

i.i.d.∼ Poisson(λ)，

T =
∑
i

Xi ∼ Poisson(nλ)

充分且完备。若 Eλg(T ) = 0，则

e−nλ
∞∑
t=0

g(t)
(nλ)t

t!
= 0 ∀λ > 0.

幂级数唯一性逐项给 g(t) = 0。

13.6 Rao–Blackwell、Lehmann–Scheffé 与 Basu

若 U 估计 g(θ)，T 充分，则
Ũ = E(U | T )
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仍有相同期望；平方损失下

Var(U) = E[Var(U | T )] +Var(Ũ) ≥ Var(Ũ).

若 T 还完备，任何两个基于 T 的无偏估计几乎处处相等。因此 Ũ 是唯一 UMVU，这就是 Lehmann–
Scheffé 定理。

Basu 定理：完备充分统计量与任何辅助统计量独立。辅助统计量的分布不依赖 θ。正态样本
中

X̄ 与
∑

i(Xi − X̄)2∑
i(Xi − X̄)2 + 适当位置量

等结构需具体辨认；最经典结论是 X̄ 与样本方差独立，可由正交 Gaussian 分解直接证明，也与
指数族结构相容。

13.7 次序统计量的联合密度
连续 i.i.d. 样本分布函数 F、密度 f。第 k 个次序统计量密度为

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
F (x)k−1[1− F (x)]n−kf(x).

理由是：一个样本落在 [x, x+ dx]，k − 1 个落左侧，n− k 个落右侧，再乘排列数。
对 i < j，联合密度为

n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
F (x)i−1[F (y)− F (x)]j−i−1[1− F (y)]n−jf(x)f(y)

在 x < y 上成立。

答题方法
充分性题先因子分解；极小充分用似然比等值类；完备性用变换唯一性；UMVU 用 Rao–
Blackwell 加完备；辅助统计量独立用 Basu。五步的条件不能互相替代。

自测

1. 证明因子分解定理的两个方向。

2. 为什么 Uniform(0, θ) 的最大次序统计量充分？

3. 指数族完备性为何需要自然参数空间有内点？

4. Lehmann–Scheffé 如何从 Rao–Blackwell 与完备性得到唯一性？

5. 推导第 k 个次序统计量密度。
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第十四章 参数估计、Fisher 信息与风险

学习目标
本章比较矩估计、MLE、无偏估计和决策论风险，推导 score、Fisher information与 Cramér–
Rao 下界，并区分正则与参数依赖支集的非正则模型。

14.1 矩估计、MLE 与存在性
矩估计以理论矩 mj(θ) = EθX

j 匹配样本矩。MLE 为 θ̂ ∈ argmaxθ∈Θ L(θ;x)。MLE 的不变
性指若 θ̂ 最大化似然，则 g(θ̂) 是 g(θ) 的 MLE（多对一时在原像上取剖面最大值）。

求 MLE 的标准链：写支集与参数空间；写对数似然；找内部驻点；检查 Hessian/单调性；检
查边界；最后给出完整 argmax 集。解 score 方程并不保证最大值存在或唯一，尤其在参数依赖
支集、开参数空间、混合模型和尺度趋零问题中。

例题 14.1 (Uniform(0, θ)). 似然 L(θ) = θ−n1{θ≥X(n)}，故 MLE 为 X(n)。矩估计为 2X̄。前者非正
则：支集依赖参数，不能直接套通常 Fisher 信息与 MLE 渐近正态定理；事实上 n(θ−X(n))/θ

d−→
Exp(1)。

14.2 偏差、MSE 与 Rao–Blackwell

估计量 δ 的偏差和均方误差为

Biasθ(δ) = Eθδ − g(θ), MSEθ(δ) = Varθ(δ) + Biasθ(δ)2.

定义 14.1 (一致最小方差无偏估计). 设目标为 g(θ)。若 δ 对每个 θ 都满足 Eθδ = g(θ)，且对任
意另一个同一目标的无偏估计 U 都有

Varθ(δ) ≤ Varθ(U) 对所有θ,

则称 δ 为 g(θ) 的一致最小方差无偏估计（UMVU/UMVUE；部分讲义记 BUE）。比较类必须限
定为同一目标函数的无偏估计，不能拿有偏估计的更小方差作反例。

定理 14.1 (Rao–Blackwell). 若 T 对 θ 充分，U 是 g(θ)的无偏估计且平方可积，则 U∗ = E[U | T ]
仍无偏，并且 Varθ(U∗) ≤ Varθ(U)；等号当且仅当 U = U∗ a.s.

证明. 塔式性质给无偏性。全方差公式给 Var(U) = Var(E[U | T ]) +EVar(U | T )。充分性保证条
件期望可作为只依赖 T 而不依赖未知参数的统计量。
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定理 14.2 (Lehmann–Scheffé). 若 T 完备充分，h(T ) 是 g(θ) 的无偏估计，则它是唯一（a.s.）
UMVU 估计。

证明. 任一无偏 U 经 Rao–Blackwell 得到 U∗ = E[U | T ]，方差不增。U∗ − h(T ) 对所有参数期望
为零，完备性使其 a.s. 为零。因此 h(T ) 达到所有无偏估计中的最小方差，且唯一。

14.3 Fisher 信息与 Cramér–Rao 下界
在支集不依赖参数、可对参数微分并交换积分、score 平方可积且信息非退化的正则模型中，

Uθ(X) = ∂θ log fθ(X), EUθ = 0, I(θ) = EU2
θ = −E∂2θ log fθ(X).

i.i.d. 样本信息为 nI1(θ)。

定理 14.3 (一参数 Cramér–Rao). 若 T 无偏估计 g(θ)，且上述正则条件成立，则

Varθ(T ) ≥
[g′(θ)]2

In(θ)
.

等号当且仅当 T − g(θ) = a(θ)Uθ a.s.

证明. 由换序，
g′(θ) = ∂θEθT = Eθ[TUθ] = Cov(T, Uθ).

Cauchy–Schwarz 给
[g′(θ)]2 ≤ Var(T )Var(Uθ) = Var(T )In(θ).

等号条件来自 Cauchy–Schwarz 等号。

多参数情形若信息矩阵 I(θ) 正定，则对标量 g，Var(T ) ≥ ∇g(θ)T I(θ)−1∇g(θ)。边界参数、
参数依赖支集和不可识别模型不应机械套用。

答题方法
估计题先写参数空间和支集，再写似然。使用 score 恒等式、CRLB 或 MLE 渐近理论前，
必须检查微分与积分交换、信息有限和真参数是否为内点。

自测

1. 推导一参数正则模型的 Cramér–Rao 下界并写出等号条件。

2. 给出 Uniform(0, θ) 违反正则 score 恒等式的计算。

3. 比较无偏、相合、有效、可容许和 minimax 的逻辑关系。

4. 对一个一参数指数族计算矩估计、MLE、信息和渐近方差。
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本节结论
点估计没有单一“最好”标准：有限样本偏差/MSE、无偏类 UMVU、渐近效率和决策风
险回答的是不同问题。

14.4 矩估计、MLE 与参数空间边界
矩估计把理论矩 mj(θ) = EθX

j 与样本矩匹配。它计算简单，但不自动有效或唯一。MLE 定
义为

θ̂ ∈ argmax
θ∈Θ

L(θ;x).

必须检查：
1. 参数空间开/闭与边界；

2. 似然是否连续、上确界是否取到；

3. 驻点是否为全局最大；

4. 支撑是否依赖参数。

例题 14.2. Xi
i.i.d.∼ Unif(0, θ) 时

L(θ) = θ−n1{θ ≥ X(n)},

在 θ ≥ X(n) 上递减，故 θ̂ = X(n)。用 score 方程会漏掉支撑指示和边界。

14.5 偏差、方差、MSE 与风险
平方损失下

MSEθ(θ̂) = Eθ(θ̂ − θ)2 = Varθ(θ̂) + Biasθ(θ̂)2.

无偏并不等于 MSE 最小。若 θ̂c = cX̄ 估计正态均值，可能通过轻微缩减降低某些参数区间的
MSE，却引入偏差。比较估计量必须说明是逐点风险、一致支配、Bayes 风险还是 minimax 风险。

14.6 Fisher 信息与 score 恒等式
score

Uθ(X) = ∂θ log fθ(X).

在可交换微分积分、支撑不随参数变化等正则条件下，

EθUθ = 0.

Fisher 信息有两种等价形式

I(θ) = EθU
2
θ = −Eθ∂

2
θ log fθ(X).
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i.i.d. 样本信息相加：
In(θ) = nI1(θ).

若支撑含参，这些恒等式可能失败，必须回到定义。

14.7 Cramér–Rao 下界的完整证明
设 T 无偏估计 g(θ)。正则条件下

g′(θ) = ∂θEθT = Eθ[TUθ] = Covθ(T, Uθ),

因为 EUθ = 0。Cauchy–Schwarz 给

[g′(θ)]2 ≤ Varθ(T ) In(θ),

故
Varθ(T ) ≥

[g′(θ)]2

In(θ)
.

等号当且仅当
T − g(θ) = c(θ)Uθ a.s.

这通常要求 score 对样本的依赖可由同一个统计量表达。

定理 14.4 (多参数 Cramér–Rao 矩阵界). 设 θ ∈ Rp，score向量 Uθ = ∇θ log fθ(X) 满足交换微分
与积分等正则条件，信息矩阵 I(θ) = EθUθU

⊤
θ 正定。若 T ∈ Rq 无偏估计 g(θ)，且 G(θ) = ∇θg(θ)

⊤，
则

Covθ(T ) � G(θ)I(θ)−1G(θ)⊤.

证明. 正则性给 EUθ = 0，对 EθT = g(θ) 求导得 Cov(T,Uθ) = G(θ)。令 A = GI−1，随机向量
(T − g)−AUθ 的协方差半正定。展开后交叉项用 Cov(T,U) = G，得到 Cov(T )−GI−1G⊤ � 0。
若信息矩阵奇异，必须限制到可辨识切空间或使用广义逆，不能直接写普通逆。

例题 14.3 (Bernoulli). Xi
i.i.d.∼ Bernoulli(p)，

In(p) =
n

p(1− p)
.

X̄ 无偏，方差
p(1− p)

n
=

1

In(p)
,

达到估计 g(p) = p 的 Cramér–Rao 下界。

14.8 置信区间与枢轴量
枢轴量的分布不含未知参数。正态样本：

X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1)
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在 σ 已知时给
X̄ ± z1−α/2

σ√
n
.

σ 未知时
X̄ − µ

S/
√
n

∼ tn−1

依赖正态样本均值与样本方差独立，以及 (n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1。

置信区间的频率解释是重复抽样覆盖率：

Pθ{θ ∈ C(X)} = 1− α.

对已观察到的固定区间，不在频率学派中说“参数以 0.95 概率位于其中”。

14.9 正则 MLE 的渐近效率
score 方程在真值附近展开：

0 = Un(θ̂) = Un(θ0) + (θ̂ − θ0)U
′
n(θ̃).

若
1√
n
Un(θ0)

d−→ N(0, I(θ0)), − 1

n
U ′
n(θ̃)

P−→ I(θ0),

且 θ̂
P−→ θ0，则

√
n(θ̂ − θ0)

d−→ N(0, I(θ0)
−1).

一致性、信息非奇异与余项控制缺一不可；“MLE 所以正态”不是证明。

答题方法
估计题先检查存在性，再算偏差/风险；无偏最优用充分完备；信息下界先核验正则性；渐
近 MLE 用 score 展开、CLT 与 LLN 三件套。

自测

1. Uniform 模型为什么不能只解 score 方程？

2. 推导 Fisher 信息的两种形式及所需正则条件。

3. 完整证明 Cramér–Rao 下界并写等号条件。

4. 频率置信区间的 1− α 概率针对什么随机对象？

5. MLE 渐近正态证明的三个主要极限步骤是什么？
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第十五章 假设检验、似然比与置信区间

学习目标
本章从两类错误与功效出发，证明 Neyman–Pearson，引入 MLR/Karlin–Rubin、
UMP/UMPU、LRT、Wald/score，并通过检验反演构造置信区间。

15.1 置信区间、枢轴量与正态模型
随机区间 C(X) 的覆盖率是 Pθ(θ ∈ C(X))，它是重复抽样概率；观测后频率区间不是“参数

有 1− α 概率落入”。枢轴量的分布不含未知参数，通过分位数反演构造区间。
若 Xi

i.i.d.∼ N(µ, σ2)：

σ 已知 : µ ∈ X̄ ± z1−α/2
σ√
n
;

σ 未知 : µ ∈ X̄ ± tn−1,1−α/2
S√
n
;

µ 未知 :
(n− 1)S2

χ2
n−1,1−α/2

≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

χ2
n−1,α/2

.

这里 S2 = (n− 1)−1
∑

(Xi − X̄)2。双样本正态问题必须先判断独立、等方差与配对结构，再选择
pooled t、Welch 或配对 t。
例题 15.1 (Poisson 的 UMVU). 若 Xi

i.i.d.∼ Poisson(η)，T =
∑
Xi ∼ Poisson(nη) 完备充分。要

估计 η2，因为 E[T (T − 1)] = (nη)2，故 T (T − 1)/n2 是 UMVU。若参数写作 η =
√
λ，这正给出

λ 的 UMVU，对应 2026 春 Q10。
例题 15.2 (指数分布尾概率). Xi

i.i.d.∼ Exp(λ)，T =
∑
Xi 完备充分。要估计 ϕ = e−λx = P(X1 > x)，

先取无偏估计 1{X1>x}，再对 T 条件化。给定 T = t，X1/t ∼ Beta(1, n− 1)，故

ϕ̂UMVU =
(
1− x

T

)n−1
1{T>x}.

对应 2025 秋 Q8。

易错点
充分不等于完备；极小充分也不自动完备。MLE 不自动无偏、存在或唯一。CRLB 的换
序、共同支集和信息正定条件不可省略。Rao–Blackwell的条件期望必须能写成不含未知参
数的统计量。置信度是程序覆盖率，不是参数后验概率。
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复习检查
应能使用因子分解找充分统计量；用似然比判据找极小充分；证明一参数指数族完备；使

用 Basu；完整求 MLE 并检查边界；用 Rao–Blackwell/Lehmann–Scheffé 求 UMVU；计
算 Fisher 信息和 CRLB；写出正态单/双样本枢轴区间。

15.2 检验、错误概率、功效与 p 值
检验函数 ϕ(X) ∈ [0, 1] 表示拒绝概率。对 H0 : θ ∈ Θ0，size 是 supθ∈Θ0

Eθϕ；level α 表示
size 不超过 α。功效函数是 βϕ(θ) = Eθϕ。第二类错误概率为 1− βϕ(θ)（θ ∈ Θ1）。

p 值是：在 H0 下，得到“至少同样不利于原假设”的统计量值的最小显著性水平。它不是
P(H0 | X)，也不是效应大小。复合原假设下通常取最不利参数的尾概率上确界。

15.3 Neyman–Pearson 引理
定理 15.1 (Neyman–Pearson). 对简单假设 H0 : f0 对 H1 : f1，若存在 k ≥ 0 与边界随机化 γ 使

ϕ∗(x) =


1, f1(x) > kf0(x),

γ, f1(x) = kf0(x),

0, f1(x) < kf0(x),

E0ϕ
∗ = α,

则 ϕ∗ 是所有 size 不超过 α 检验中功效最大的。反之，任一最强检验在 f0 + f1 > 0 处必须具有
这一形式（除零测集与边界随机化外）。

证明. 对任一 ϕ 满足 E0ϕ ≤ E0ϕ
∗，由构造可知 (ϕ∗ − ϕ)(f1 − kf0) ≥ 0 逐点成立。积分得

E1ϕ
∗ − E1ϕ ≥ k(E0ϕ

∗ − E0ϕ) ≥ 0.

这证充分性。必要性若最强检验在 f1 > kf0 的正测集上未充分拒绝、同时在较小似然比区域拒绝，
则可把相同的 f0-概率质量从后者移向前者而严格增加 f1-功效，矛盾；边界上只能由 size 校准决
定。

简单对简单检验没有“UMP”必要，直接称最强检验；UMP 是对每个备择参数同时最强。

15.4 单调似然比、UMP 与检验反演
若一参数族对统计量 T 有单调似然比：θ2 > θ1 时 fθ2(x)/fθ1(x) 是 T (x) 的非降函数，则

Karlin–Rubin 定理给单侧检验的 UMP 结构：H0 : θ ≤ θ0 对 H1 : θ > θ0 在 T 大时拒绝；反向单
侧在 T 小时拒绝。临界值按边界参数 θ0 校准，离散情形可能需要随机化。

双侧复合备择通常不存在 UMP 检验；可采用无偏 UMPU、似然比或等尾检验。置信集与检
验反演：C(x) = {θ : H0,θ 未被 level α 检验拒绝}，则覆盖率至少 1− α。
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15.5 似然比、Wald 与 score

广义似然比记作
Λ(x) =

supθ∈Θ0
L(θ;x)

supθ∈Θ L(θ;x)
≤ 1,

小的 Λ 拒绝。另一常用约定用倒数 R = 1/Λ ≥ 1 并在大值拒绝；两者完全等价。本书统一采用
Λ ≤ 1，遇到倒数约定时会显式说明。

定理 15.2 (Wilks). 在真参数位于 Θ0 内点、模型可识别、对数似然足够光滑、信息矩阵正定、约
束正则且维数差为 r 等条件下，

−2 logΛ d−→ χ2
r .

边界参数、不可识别、混合模型或参数依赖支集时结论可能失效。

对一维 H0 : θ = θ0，三统计量为

W = nI(θ̂)(θ̂ − θ0)
2, S =

Un(θ0)
2

nI(θ0)
, LR = −2 logΛ.

正则条件下三者均趋于 χ2
1 且差为 op(1)。Wald 只需非约束 MLE 但参数化敏感；score 只需原假

设拟合；LR 参数化不变但需受限与非受限优化。

15.6 卡方检验与拟合优度
多项计数 Oj、原假设期望 Ej = npj(η̂) 下 Pearson 统计量 X2 =

∑
j(Oj −Ej)

2/Ej。若各期
望格数足够、模型正则，则极限自由度为“格数 −1− 从数据估计的独立参数个数”。合并小期望
格需在看数据前按合理规则进行。独立性列联表自由度为 (r − 1)(c− 1)。

答题方法
检验题先写原假设/备择、显著性水平和拒绝域。简单对简单用似然比排序；单参数单侧找
MLR；双侧问题不能默认存在 UMP，应考虑无偏约束、LRT 或检验反演。

自测

1. 完整证明 Neyman–Pearson 引理并处理边界随机化。

2. 从 MLR 推导单侧 UMP 检验。

3. 给出双侧正态均值不存在 UMP 的理由，并构造常用双侧检验。

4. 通过检验反演推导正态均值的 t 区间。

5. 比较 LRT、Wald 与 score 在有限样本和渐近层面的差别。

本节结论
检验与区间是同一族接受域的两种读法。最关键的不是临界值本身，而是似然排序、大小

控制和参数空间方向。
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15.7 Neyman–Pearson 引理的交换证明
检验简单假设

H0 : f0, H1 : f1.

取

ϕ∗(x) =


1, f1(x) > kf0(x),

γ, f1(x) = kf0(x),

0, f1(x) < kf0(x),

使 E0ϕ
∗ = α。对任意尺寸不超过 α 的检验 ϕ，点态有

(ϕ∗ − ϕ)(f1 − kf0) ≥ 0.

积分得
E1ϕ

∗ − E1ϕ ≥ k(E0ϕ
∗ − E0ϕ) ≥ 0.

因此似然比检验在所有 size-α 检验中功效最大。随机化只在离散分布无法精确达到 α 时需要。

15.8 单调似然比与 Karlin–Rubin

定理 15.3 (Karlin–Rubin 单侧 UMP 定理). 若一参数族对统计量 T 有单调似然比：θ1 > θ0 时

fθ1(x)

fθ0(x)

是 T (x) 的非减函数，则对单侧

H0 : θ ≤ θ0, H1 : θ > θ0

存在基于 T 大值拒绝的 level-α UMP 检验；离散分布在临界点可能需要随机化。

证明. 先在边界参数 θ0 下选 c, γ，使

ϕ∗(x) = 1{T (x)>c} + γ1{T (x)=c}, Eθ0ϕ
∗ = α.

对任意固定 θ1 > θ0，单调似然比说明 fθ1/fθ0 随 T 非减，因此 Neyman–Pearson 引理的似然比
拒绝域正可取为 T 的上尾。故同一个 ϕ∗ 对每个 θ1 > θ0 都是最强检验。

还需验证复合零假设的水平。单调似然比蕴含 T 随 θ 单调随机增大：对任意非减函数 g，Eθg(T )

随 θ 非减。取非减的 g = ϕ∗，对所有 θ ≤ θ0 有

Eθϕ
∗ ≤ Eθ0ϕ

∗ = α.

所以 ϕ∗ 是 level-α，并同时对每个备择参数最强，即 UMP。

双侧备择通常没有 UMP：提高两侧功效的资源相互竞争。此时可能考虑 UMPU、似然比或
等尾检验。
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15.9 检验反演与置信集
对每个 θ0 构造 size-α 检验 ϕθ0(X)，定义

C(X) = {θ0 : ϕθ0(X) = 0}.

则
Pθ(θ ∈ C(X)) = 1− Pθ(ϕθ(X) = 1) ≥ 1− α.

因此置信区间可由一族假设检验反演。双侧 t 区间正是反演

|Tµ0 | ≤ tn−1,1−α/2.

15.10 似然比、Wald 与 score 的局部关系
广义似然比统计量

Λ =
supθ∈Θ0

L(θ)

supθ∈Θ L(θ)
.

正则条件下，若约束维数差为 r，Wilks 定理给

−2 logΛ d−→ χ2
r .

Wald 检验用估计量距零假设的标准化距离，score 检验只在零假设受限估计处计算梯度。三者在
局部正则备择下一阶等价，但有限样本表现不同。

若真值位于参数空间边界、信息奇异、模型不可识别或支撑含参，Wilks 的卡方极限可能失
效。例如方差分量检验的极限常为卡方混合。

15.11 p 值、尺寸与功效
p 值是零假设下“至少同样极端”的尾概率，它是数据的函数。若

p(X) ≤ α

则拒绝 size-α 检验。p 值不是 P(H0 | X)，也不衡量效应大小。
功效函数

β(θ) = Pθ(拒绝H0).

在零假设参数上上确界不超过 α 是尺寸控制；在备择上越大越好。增加样本量通常提高固定效应
下功效，但也会使非常小的实际效应达到统计显著。
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15.12 卡方拟合优度与参数估计扣自由度
多项计数 Oj，零假设期望 Ej = npj，Pearson 统计量

X2 =
K∑
j=1

(Oj − Ej)
2

Ej
.

若 pj 完全给定，渐近自由度 K − 1，因为计数总和固定。若从数据估计 r 个正则参数，通常再扣
r，自由度

K − 1− r.

期望频数太小时卡方近似不可靠，应合并类别或使用精确/模拟校准。

答题方法
检验题固定顺序：写 H0,H1 与参数空间；选择统计量；给出零假设分布；用尺寸校准临界

值；写功效；说明单/双侧和是否随机化。p 值放在最后解释。

自测

1. 用点态符号证明 Neyman–Pearson 引理。

2. MLR 为什么容易给单侧 UMP，却一般不给双侧 UMP？

3. 从检验反演证明置信集覆盖率。

4. Wilks 定理在哪些非正则情形可能失效？

5. 拟合优度检验为什么要扣除已估参数数目？

15.13 精确离散置信区间与最短性边界
若 X ∼ Bin(n, p)，Clopper–Pearson 区间通过反演两个精确尾检验定义：观测 x 时端点满足

PpL(X ≥ x) = α/2, PpU (X ≤ x) = α/2,

并在 x = 0, n 采用相应边界端点。它保证覆盖率至少 1 − α，但因离散性通常保守。若 X ∼
Poisson(λ)，Garwood 区间为 [

1

2
χ2
2x,α/2,

1

2
χ2
2x+2,1−α/2

]
,

其中 x = 0 时下端取零。

例题 15.3 (边界样本的精确区间). 若二项样本观测到 x = 0，Clopper–Pearson 等尾区间为[
0, 1− (α/2)1/n

]
;

若 x = n，则为 [
(α/2)1/n, 1

]
.
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例如 n = 10, α = 0.05, x = 0 时上端约为 0.3085。对 Poisson 计数 x = 0，Garwood 区间为[
0,

1

2
χ2
2, 1−α/2

]
= [0, − log(α/2)] ,

在 α = 0.05 时上端约为 3.6889。这些计算展示了边界端点，但并没有求解“所有精确区间中最短
者”的离散优化问题。

“精确”指有限样本覆盖保证，不等于在所有参数下长度最短。离散模型中接受域跳跃使等尾、
最短期望长度和无偏检验反演可能给不同区间；若题目要求最短区间，必须明确优化准则和允许
的随机化，不能把等尾端点直接称为最短。
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第十六章 Bayesian 推断、共轭与决策

学习目标
本章从先验、似然和 posterior的严格归一化开始，比较 posterior mean/median/MAP，处
理参数变换、共轭族、improper prior 与 generalized Bayes，并用后验风险连接 Bayes 与
minimax。

16.1 Bayesian 后验、决策与共轭
Bayes 公式为

π(θ | x) = f(x | θ)π(θ)∫
f(x | u)π(u) du

.

平方损失下 Bayes action 是后验均值；绝对损失下是后验中位数；0–1 损失下是后验众数（连续
参数需谨慎解释密度众数）。后验预测为 p(xnew | x) =

∫
p(xnew | θ)π(θ | x)dθ。

似然 共轭先验 后验参数更新
Binomial(n, p) Beta(a, b) Beta(a+ x, b+ n− x)

Poisson(λ) Gamma(a, b)（率） Gamma(a+
∑
xi, b+ n)

Exponential(λ) Gamma(a, b)（率） Gamma(a+ n, b+
∑
xi)

N(µ, σ2)，σ2 已知 N(m0, s
2
0) 精度相加，均值为精度加权

定义 16.1 (Bayes 与 minimax). 风险 R(θ, δ) = EθL(θ, δ(X))。Bayes rule 最小化先验平均风险；
minimax rule 最小化 supθ R(θ, δ)。若某 Bayes rule 的风险恒为常数且其 Bayes 风险等于该常数，
则它 minimax；更一般可用最不利先验极限。

定理 16.1 (等风险 Bayes 规则的 minimax 证书). 设先验 π 为概率分布，δπ 是 Bayes 规则，且

R(θ, δπ) = c 对所有θ 成立.

则 δπ 是 minimax 规则。若参数空间有限、π 对每个参数点赋正质量，且 δπ 的 Bayes 风险有限，
则它还是可容许的。

完整证明. 对任意规则 δ，先验平均风险不超过其最大风险，故

sup
θ
R(θ, δ) ≥

∫
R(θ, δ)π(dθ) ≥

∫
R(θ, δπ)π(dθ) = c.

而 supθ R(θ, δπ) = c，所以 minimax 值恰为 c，δπ 达到它。
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再证有限参数空间下的可容许性。若存在规则 δ′ 在所有参数点风险不大于 δπ，并至少在一
个参数点严格更小，则因每个点的先验质量都为正，∑

θ

π(θ)R(θ, δ′) <
∑
θ

π(θ)R(θ, δπ),

与 δπ 的 Bayes 最优性矛盾。正质量条件不能删除：若被改进的参数点先验质量为零，平均风险
看不见该改进。

例题 16.1 (两点先验与绝对损失). Y | µ ∼ N(µ, 1)，先验在 {−1, 1} 上各半。后验赔率 P(µ = 1 |
y)/P(µ = −1 | y) = e2y。绝对损失且行动也为 {−1, 1} 时，Bayes rule 为 δ(y) = 1 当 y > 0，否
则 −1（y = 0 任意随机化）。两端风险相等，且该先验使其成为等风险 Bayes rule，故 minimax。
对应 2026 春 Q9。

可信区间满足后验概率条件；频率置信区间满足重复抽样覆盖条件，二者不能互换。非信息
先验可能不正规；必须检查后验是否可归一化。

答题方法
Bayes 题先验证后验是否正规，再按损失选择动作：平方损失取均值，绝对损失取中位数，
0–1/小邻域损失对应众数。MAP 在参数变换下不具不变性，必须连同基准测度说明。

自测

1. 推导 Beta–Binomial、Gamma–Poisson 和 Normal–Normal 共轭后验。

2. 证明平方损失下 Bayes 动作为后验均值。

3. 给出 improper prior 产生 proper posterior 的例子，并区分 generalized Bayes。

4. 说明 MAP 在非线性重参数化下如何因 Jacobian 改变。

5. 用 least favorable prior 构造一个 minimax 规则。

本节结论
Bayesian 推断的三个层次不能混淆：后验可归一化、所选动作存在、后验风险有限。只有
三者都核验，决策才完整。

16.2 后验分布与后验预测
Bayes 公式以密度写为

π(θ | x) = p(x | θ)π(θ)∫
p(x | u)π(u) du.

分母是边缘似然
m(x) =

∫
p(x | θ)π(θ) dθ,
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既负责归一化，也用于模型比较。后验预测为

p(xnew | x) =
∫
p(xnew | θ)π(θ | x) dθ,

它把参数不确定性积分掉，不等于简单代入后验均值。

16.3 共轭族的三个完整例子
Beta–Binomial.

X | p ∼ Bin(n, p), p ∼ Beta(a, b).

后验
p | X = x ∼ Beta(a+ x, b+ n− x).

后验均值
E[p | x] = a+ x

a+ b+ n

是先验均值与样本比例的加权平均。

Gamma–Poisson. 采用 rate 参数化

Xi | λ ∼ Poisson(λ), λ ∼ Gamma(a, b),

则
λ | x ∼ Gamma

(
a+

∑
i

xi, b+ n

)
.

必须注明 b 是 rate 还是 scale，否则后验公式会差倒数。

Normal–Normal. σ2 已知，

Xi | µ ∼ N(µ, σ2), µ ∼ N(m0, s
2
0).

后验精度相加：
1

s2n
=

1

s20
+

n

σ2
,

mn

s2n
=
m0

s20
+
nX̄

σ2
.

16.4 Bayes 决策与常见损失
观察 x 后，Bayes 动作最小化后验风险

ρ(a | x) = E[L(θ, a) | x].

平方损失下最优动作是后验均值；绝对损失下是后验中位数；0–1 邻域损失的极限对应后验众数。
MAP 依赖参数化：密度众数在非线性变换下不保持，而后验均值也会随损失与参数目标改变。因
此必须先声明损失。
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定理 16.2 (三种常见损失的逐点 Bayes 动作). 给定观测 x，设后验分布具有有限一阶矩。则平方
损失下任一 Bayes 动作为 E(θ | x)，绝对损失下任一后验中位数为 Bayes 动作。若参数空间离散，
则 0-1 损失下任一后验概率最大点为 Bayes 动作。

完整证明. 记 m = E(θ | x)。平方损失的后验风险满足

E[(θ − a)2 | x] = E[(θ −m)2 | x] + (a−m)2,

交叉项因 E(θ −m | x) = 0 消失，故且仅当 a = m 时最小。
对绝对损失令 g(a) = E(|θ − a| | x)。其左右导数分别为

g′−(a) = P(θ < a | x)− P(θ ≥ a | x), g′+(a) = P(θ ≤ a | x)− P(θ > a | x).

凸函数在 a 处最小时需且只需 g′−(a) ≤ 0 ≤ g′+(a)，这正等价于 P(θ ≤ a | x) ≥ 1/2 且 P(θ ≥ a |
x) ≥ 1/2，即 a 为后验中位数。

离散参数下，0-1 损失的后验风险为

E[1{θ ̸=a} | x] = 1− P(θ = a | x),

所以选择后验概率最大点。连续参数对单点的 0-1 损失几乎处处恒为 1，必须改用小邻域损失并
声明基准测度，不能把密度众数无条件当作同一定理。

16.5 可信区间与置信区间
Bayesian 1− α 可信集满足

P(θ ∈ C(x) | x) = 1− α

，概率来自后验。频率置信区间则在重复样本下覆盖真参数

Pθ(θ ∈ C(X)) = 1− α.

数值上两者在某些共轭/平坦先验模型中可重合，但解释仍不同。
最高后验密度区间（HPD）在给定后验概率下选择密度不低于区间外点的区域；多峰后验的

HPD 集可能不连通。

16.6 非信息先验与 proper posterior

不正规先验如位置参数的 π(µ) ∝ 1 不是概率分布。若后验归一化常数有限，仍可得到 proper
posterior；但边缘似然中的任意比例常数使 Bayes factor 不可定义。每次使用不正规先验都要检
查后验 proper，而不能把“常数抵消”当作普遍规则。
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16.7 Bayes factor 与先验敏感性
模型 M0,M1 的 posterior odds 为

P(M1 | x)
P(M0 | x)

=
m1(x)

m0(x)︸ ︷︷ ︸
Bayes factor

P(M1)

P(M0)
.

边缘似然对先验在整个参数空间的质量分配敏感，自动产生复杂度惩罚；但若先验尺度极宽，可
能显著压低复杂模型证据。报告 Bayes factor 时应做合理的先验敏感性分析。

答题方法
Bayes 题依次写似然、先验、核函数、归一化常数、后验目标和损失。共轭只简化代数，不
替代参数化说明；MAP、后验均值和 posterior predictive 是三个不同输出。

自测

1. 后验预测为什么不是一般地把参数换成后验均值？

2. 推导三个共轭模型的后验参数。

3. 平方、绝对与 0–1 型损失分别对应什么 Bayes 动作？

4. 不正规先验何时仍可使用，何时 Bayes factor 失去定义？

5. 可信区间与置信区间的概率针对什么？
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第十七章 渐近统计：一致性、正态性与非正则极
限

学习目标
本章把第 4、7 章的收敛与 CLT 用到估计量：统一大数律给一致性，score/Taylor 展开给
正则渐近正态，经验分位数和端点模型展示 Delta 方法与非正则速率。

17.1 一致性与 MLE 渐近理论
估计量 θ̂n 相合是 θ̂n

P−→ θ0。M-estimator 的标准证明：归一化目标 Mn(θ) 一致收敛到 M(θ)；
M 在真参数唯一最大；参数空间或远离真值区域有紧性/分离；于是 argmax 连续性给相合。

定理 17.1 (MLE 渐近正态). 设真参数 θ0 是参数空间内点，模型可识别，MLE 相合；对数密度
在邻域二次可微，可交换微分积分；score 有二阶矩，Fisher 信息 I(θ0) 正定；观测 Hessian 满足
一致 LLN，Taylor 余项可忽略。则

√
n(θ̂n − θ0)

d−→ N(0, I(θ0)
−1).

证明. score 方程在 θ0 展开：

0 = Un(θ̂) = Un(θ0) +Hn(θ̃)(θ̂ − θ0).

于是
√
n(θ̂ − θ0) = [−n−1Hn(θ̃)]

−1n−1/2Un(θ0).

由相合性与 Hessian LLN，第一因子依概率趋于 I(θ0)
−1；score CLT 给第二因子趋于 N(0, I(θ0))；

Slutsky 完成证明。

渐近有效性指极限协方差达到信息下界，不能与有限样本 CRLB 等号混为一谈。U 统计量的
Hoeffding 分解和 bootstrap 不属于当前考试主干，只要求掌握定义、基本用途与标准结论的适用
条件。
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17.2 M-estimation 的一致性模板
设 θ̂n 近似最小化经验准则 Mn(θ) = n−1

∑n
i=1mθ(Xi)，总体准则 M(θ) = Emθ(X) 在 θ0 唯

一最小。若
sup
θ∈Θ

|Mn(θ)−M(θ)| P−→ 0

且总体准则在 θ0 外有正分离，则 argmin 连续性给 θ̂n
P−→ θ0。证明时不能只写逐点大数律；关键

是统一收敛和唯一识别。

17.3 score 展开与渐近正态
对内点正则真参数，MLE 满足

0 = ℓ′n(θ̂n) = ℓ′n(θ0) + ℓ′′n(θ̃n)(θ̂n − θ0).

若 n−1/2ℓ′n(θ0)
d−→ N(0, I(θ0))，且 −n−1ℓ′′n(θ̃n)

P−→ I(θ0)，则
√
n(θ̂n − θ0)

d−→ N(0, I(θ0)
−1).

这里一致性保证 θ̃n → θ0，信息非奇异保证可逆；参数依赖支集或边界真参数会破坏该链。

17.4 样本分位数与非正则速率
若 F 在 qp = F−1(p) 处有连续正密度 f(qp) > 0，经验分位数满足

√
n(q̂p − qp)

d−→ N

(
0,
p(1− p)

f(qp)2

)
.

可由经验分布 CLT 与逆映射 Delta 方法得到。相反，Uniform(0, θ) 端点 MLE X(n) 具有 n 而非
√
n 速率：

n(θ −X(n))
d−→ Exp(1/θ).

因此“所有 MLE 都渐近正态”是错误命题。

17.5 典型题型与易错点
例题 17.1 (正态均值单侧 UMP). Xi

i.i.d.∼ N(µ, σ2)，σ 已知，检验 H0 : µ ≥ µ0 对 H1 : µ < µ0。
族对 X̄ 有 MLR，故在小值拒绝：X̄ < µ0 + zασ/

√
n。size 的上确界在边界 µ0 取得。

易错点
size是原假设上的功效上确界，level是允许的上界。NP引理只直接解决简单对简单。GLR
的两种记号方向相反，本书始终用小 Λ 拒绝。Wilks、MLE 渐近正态和 Fisher 信息公式均
需正则条件。p 值不是原假设为真的概率。后验均值只在平方损失下是 Bayes action。

108



概率统计复习资料 第十七章 渐近统计：一致性、正态性与非正则极限

复习检查
能够完整证明 NP；由MLR写单侧 UMP拒绝域并校准边界；区分随机化、size和 level；写
GLRT并确定自由度；从 score Taylor展开证明 MLE渐近正态；比较 LR/Wald/score；计
算常见共轭后验、预测和不同损失下 Bayes action；使用等风险 Bayes rule 证明 minimax。

答题方法
渐近题固定写出标准化速率、中心、极限分布和正则条件。先证明一致性再在随机中间点

展开；若支集依赖参数、真值在边界或信息奇异，应主动寻找极值/Poisson/混合极限。

自测

1. 用统一收敛和识别证明一个 M-estimator 的一致性。

2. 从 score 方程推导一维 MLE 渐近正态并标出每个 Slutsky 步骤。

3. 推导样本中位数的渐近方差。

4. 证明 Uniform 端点 MLE 具有 n 速率并求极限。

5. 给出 Delta 方法一阶导数为零时需要二阶展开的例子。

本节结论
渐近统计不是套用

√
n 正态模板；速率和极限由局部识别、支集、导数阶数与随机波动共

同决定。

17.6 估计量一致性的三条路线
直接概率界。 若 ETn = θ + o(1) 且 Var(Tn) → 0，Chebyshev 给 Tn

P−→ θ。

连续映射。 若 Tn = g(X̄n)，由大数律 X̄n
P−→ µ，且 g 在 µ 连续，则

Tn
P−→ g(µ).

argmax 定理。 若随机准则 Mn(θ) 在紧参数集上一致收敛到 M(θ)，而 M 在 θ0 有唯一最大
值，且 θ̂n 近似最大化 Mn，则

θ̂n
P−→ θ0.

“逐点收敛”通常不够，因为随机极大点随 n 移动；需要一致控制或可替代的紧性/局部化论证。

17.7 M-estimator 的渐近线性化
设估计量解

1

n

n∑
i=1

ψ(Xi, θ̂) = 0.
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在真值 θ0 附近展开：
0 =

1

n

∑
i

ψ(Xi, θ0) +An(θ̃)(θ̂ − θ0),

其中
An(θ) =

1

n

∑
i

∂θψ(Xi, θ).

若
An(θ̃)

P−→ A,
1√
n

∑
i

ψ(Xi, θ0)
d−→ N(0, B),

且 A 非奇异，则
√
n(θ̂ − θ0)

d−→ N(0, A−1BA−⊤).

这是 sandwich covariance；MLE 正则模型中 information identity 使 A = −I,B = I，化为 I−1。

17.8 渐近等价、Slutsky 与 studentization

若
√
n(Tn − θ)

d−→ N(0, σ2)

且 σ̂
P−→ σ > 0，Slutsky 给 √

n(Tn − θ)

σ̂

d−→ N(0, 1).

这称 studentization。估计标准误必须一致；仅把未知 σ 换成任意样本量依赖量不够。
若

Tn − Sn = oP(n
−1/2),

则两者具有同一 √
n 极限。渐近线性表示

Tn − θ =
1

n

n∑
i=1

φ(Xi) + oP(n
−1/2)

直接给 CLT，φ 称影响函数。

17.9 样本分位数的 Bahadur 线性化
设 qp = F−1(p)，且 f(qp) > 0。经验分布 Fn，样本分位数 q̂p 满足

Fn(q̂p) ≈ p.

在 qp 附近线性化：
0 ≈ Fn(qp)− p+ f(qp)(q̂p − qp).

因此
√
n(q̂p − qp)

d−→ N

(
0,
p(1− p)

f(qp)2

)
.

若 f(qp) = 0 或分布在分位数处有跳跃，√
n 正态率可能失效。
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17.10 Bootstrap 的目标与失效
非参数 bootstrap 从经验分布 Fn 重抽样，计算 T ∗

n，用条件分布

L
(√
n(T ∗

n − Tn) | X1:n

)
近似 L(

√
n(Tn − θ))。对平滑渐近线性统计量通常有效。

对边界参数、最大值、模型选择后统计量或非标准速率问题，普通 bootstrap 可能失效。例
如 Xi ∼ Unif(0, θ) 的最大值以 n 而非 √

n 缩放，经验分布的端点固定在样本最大值，无法正确
复制真端点外的尾部。

17.11 局部备择与检验功效
固定备择下许多一致检验功效趋一，无法比较精细差异。取局部备择

θn = θ0 +
h√
n
,

正则模型中 log-likelihood ratio 常展开为

log Ln(θn)

Ln(θ0)
= h⊤∆n − 1

2
h⊤I(θ0)h+ oP(1),

其中 ∆n
d−→ N(0, I)。这解释 Wald、score、LRT 的局部一阶等价与非中心卡方功效。

答题方法
渐近推断固定六步：一致性；主方程；一阶展开；随机项 CLT；导数项 LLN；Slutsky/连
续映射。非正则模型先识别边界、支撑含参、不可识别或导数为零，再决定尺度。

自测

1. argmax 一致性为什么需要一致而非逐点收敛？

2. 推导 M-estimator 的 sandwich covariance。

3. studentization 中标准误需要满足什么条件？

4. 推导样本分位数的渐近方差。

5. 给出普通 bootstrap 失效的一个非正则例子。
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18.1 考纲版本与模型设定
本章是 2027 春起新版考纲新增模块；旧版概率、随机过程与统计主干不因它而缩减。值得注

意的是，2024 秋 Q8 已直接考查 Gauss–Markov 与信息矩阵，说明“新版新增”不等于“过去从
未命题”。本章采用固定设计矩阵的标准线性模型框架，区分满列秩、秩亏、可估函数与正态误差
下的精确推断。

线性模型写作
Y = Xβ + ε, Eε = 0, Cov(ε) = σ2In,

其中 Y ∈ Rn、X ∈ Rn×p 为固定设计、β ∈ Rp。Gauss–Markov 假设不要求正态；正态性只在精
确 t/F/χ2 推断时加入。

满列秩 rank(X) = p 时参数可唯一识别。秩亏时 β 不唯一，但拟合值 Xβ̂ 仍是 Y 到列空间
C(X) 的唯一正交投影；线性函数 cTβ 可估当且仅当 c ∈ C(XT )。

18.2 最小二乘、正规方程与投影
最小化 Q(β) = ‖Y −Xβ‖22，一阶条件给正规方程

XTXβ̂ = XTY.

满列秩时

β̂ = (XTX)−1XTY, H = X(XTX)−1XT , Ŷ = HY, e = (I −H)Y.

H 对称幂等，是到 C(X) 的正交投影；M = I −H 也是对称幂等，且 XT e = 0。杠杆值 hii 满足
0 ≤ hii ≤ 1、∑hii = p。

命题 18.1 (OLS 均值与协方差). 满列秩 Gauss–Markov 模型下，Eβ̂ = β、Cov(β̂) = σ2(XTX)−1，
Ee = 0、Cov(e) = σ2M。

证明. 把 Y = Xβ + ε 代入 β̂ = β + (XTX)−1XT ε，取期望与协方差。残差为 e = Mε，用
M2 =M =MT。
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18.3 Gauss–Markov 定理与 BLUE

定理 18.2 (Gauss–Markov). 在固定设计、rank(X) = p、Eε = 0、Cov(ε) = σ2I 下，对任意 c ∈ Rp，
cT β̂ 是 cTβ 的最佳线性无偏估计（BLUE）：在所有形如 aTY 且对每个 β 无偏的估计中方差最
小。

证明. 无偏要求 aTX = cT。OLS 对应 a0 = X(XTX)−1c，满足 aT0X = cT。任意其他 a 写为
a = a0 + d，则 dTX = 0。因 a0 ∈ C(X)，有 aT0 d = 0，故

Var(aTY ) = σ2‖a‖2 = σ2‖a0‖2 + σ2‖d‖2 ≥ Var(aT0 Y ).

这只比较线性无偏估计，不声称优于所有可能的有偏或非线性估计；也不需要正态性。

若 Cov(ε) = σ2V 且 V 已知正定，广义最小二乘为 (XTV −1X)−1XTV −1Y。这不属于最基
础的同方差模型，但用于理解协方差结构条件为何关键。

18.4 正态误差下的分布理论
加入 ε ∼ N(0, σ2I) 后，

β̂ ∼ N
(
β, σ2(XTX)−1

)
,

SSE

σ2
=
Y TMY

σ2
∼ χ2

n−p, β̂ ⊥ SSE.

独立性来自 Hε 与 Mε 联合高斯且协方差为零。无偏方差估计为 s2 = SSE/(n− p)。
对单个可估对比 cTβ，

T =
cT β̂ − cTβ

s
√
cT (XTX)−1c

∼ tn−p.

置信区间由此直接得到。

18.5 一般线性假设、F 检验与置信椭球
检验 H0 : Cβ = d，其中 C 为 q × p 满行秩矩阵，统计量

F =
(Cβ̂ − d)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − d)/q

s2
∼ Fq,n−p (H0).

等价地，对于嵌套模型，F = ((SSER − SSEF )/q)/(SSEF /(n− p))。单个约束时 F = T 2。
参数置信椭球可写为{

β : (β̂ − β)TXTX(β̂ − β) ≤ ps2Fp,n−p,1−α

}
.

该公式要求满列秩、正态同方差误差且 n > p。左端二次型除以 σ2 服从 χ2
p，并与 s2 独立，因而

与 ps2 之比服从 Fp,n−p。
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18.6 ANOVA、回归与预测
含截距模型下 SST =

∑
(Yi − Ȳ )2 = SSR+ SSE，自由度为 n− 1 = (p− 1) + (n− p)。整

体回归检验比较 F = [SSR/(p− 1)]/[SSE/(n− p)]。没有截距时这一中心化分解及通常 R2 解释
可能失效。

简单回归 Yi = β0 + β1xi + εi 中

β̂1 =
Sxy
Sxx

, β̂0 = Ȳ − β̂1x̄, Var(β̂1) =
σ2

Sxx
.

在 x0 处均值响应与新观测预测的标准误分别为

s

√
1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx
, s

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

Sxx
.

后者多出的“1”来自新观测自身的噪声方差。
方差分析是线性模型的特殊情形。单因素 ANOVA 的原假设为各处理均值相等，要求独立、

正态、同方差（大样本近似另论）。组间与组内平方和的正交分解产生 F 比。

18.7 秩亏、可估函数与广义逆
若 rank(X) = r < p，正规方程有多解。任何广义逆解给相同拟合值 Ŷ = PC(X)Y，但 β̂ 本身

依约束/广义逆而变。cTβ 可估的充要条件是 c = XTa 对某个 a 成立；此时 cT β̂ 与解的选择无关。

定理 18.3 (可估函数与秩亏拟合值). 在线性模型 EY = Xβ 中，线性函数 c⊤β 存在线性无偏估
计当且仅当 c ∈ C(X⊤)。此外，所有最小二乘解给出同一个拟合值 PC(X)Y；若 c⊤β 可估，则 c⊤β̂

也与所选最小二乘解无关。

完整证明. 若 a⊤Y 对每个 β 都无偏，则

E(a⊤Y ) = a⊤Xβ = c⊤β ∀β,

所以 X⊤a = c，即 c ∈ C(X⊤)；反向取满足 X⊤a = c 的 a 即得线性无偏估计。
最小二乘是在子空间 C(X) 中寻找离 Y 最近的向量。正交投影唯一，故虽然参数解可写成

β̂0+v、v ∈ N (X)，拟合值始终为Xβ̂ = PC(X)Y。若 c = X⊤a，则对任意 v ∈ N (X)，c⊤v = a⊤Xv = 0，
所以 c⊤β̂ 不随解改变。反之 c /∈ C(X⊤) = N (X)⊥ 时存在 v ∈ N (X) 使 c⊤v 6= 0，参数 β 与 β+ v

产生同一分布均值却有不同 c⊤β，故该函数不可识别、更不可能无偏估计。

章末补充用薄 SVD 给出 Moore–Penrose 解、拟合值不变性与可估函数的完整线性代数证明。
考试若给具体因子模型，应优先使用识别约束（如效应和为零）或直接转写为可估对比。一般秩
亏 F 检验和同时区间只需掌握标准思路。

多重共线性意味着 XTX 接近奇异，导致估计方差大和符号不稳定，但 OLS 在精确满秩下
仍无偏。方差膨胀因子、AIC/BIC/交叉验证只作概念比较；复习重点是识别病态、解释方差放大
和区分预测问题与参数解释问题。
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例题 18.1 (小矩阵 OLS). 令 X =


1 0

1 1

1 2

、Y = (1, 2, 2)T。则 XTX =

(
3 3

3 5

)
，(XTX)−1 =

1
6

(
5 −3

−3 3

)
，XTY = (5, 6)T，故 β̂ = (7/6, 1/2)T。拟合值为 (7/6, 5/3, 13/6)T，残差和为零且

与设计两列正交。考试必须检查维数和 XT e = 0。

易错点
Gauss–Markov 不需要正态；BLUE 的“最佳”只在同一目标的线性无偏类中比较。s2 分
母是残差自由度 n− p。均值响应区间与新观测预测区间相差一个噪声方差。秩亏时参数估

计不唯一，但拟合值唯一；只有可估函数具有不依赖约束的推断意义。

复习检查
能够从最小二乘推导正规方程；证明 H 对称幂等；计算 OLS均值协方差；完整证明 Gauss–
Markov；推导正态模型下 t/F；填 ANOVA 表；区分均值区间与预测区间；判断秩亏模型
中一个线性函数是否可估。

18.8 投影矩阵与最小二乘几何
线性模型

y = Xβ + ε, Eε = 0, Cov(ε) = σ2I.

若 X 满列秩，最小二乘
β̂ = (X⊤X)−1X⊤y.

拟合值与残差为
ŷ = Hy, e = (I −H)y,

H = X(X⊤X)−1X⊤.

H = H⊤ = H2 是投影到 C(X) 的正交投影，故

X⊤e = 0, ‖y −Xβ‖2 = ‖e‖2 + ‖Xβ̂ −Xβ‖2.

18.9 Gauss–Markov 定理的矩阵证明
任一线性无偏估计 Ay 估计 β 需

AX = I.

写
A = (X⊤X)−1X⊤ +D, DX = 0.
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则

Cov(Ay) = σ2AA⊤

= σ2(X⊤X)−1 + σ2DD⊤,

交叉项因 DX = 0 消失。因此

Cov(Ay)− Cov(β̂) = σ2DD⊤ � 0.

β̂ 是所有线性无偏估计中的 BLUE。该定理不要求误差正态；正态性用于精确 t/F 分布。

18.10 正态模型下的独立分解
若 ε ∼ N(0, σ2I)，则

β̂ ∼ N
(
β, σ2(X⊤X)−1

)
.

残差平方和
SSE = ‖e‖2 = y⊤(I −H)y.

(I −H) 是秩 n− p 的幂等投影，所以

SSE
σ2

∼ χ2
n−p.

而 Hy 与 (I −H)y 协方差为
σ2H(I −H) = 0,

联合正态故独立。因此
s2 =

SSE
n− p

独立于 β̂。
对对比 c⊤β，

c⊤β̂ − c⊤β

s
√
c⊤(X⊤X)−1c

∼ tn−p.

18.11 一般线性假设与 F 检验
检验

H0 : Rβ = r, rank(R) = q.

Wald 型平方距离
W = (Rβ̂ − r)⊤

[
R(X⊤X)−1R⊤

]−1
(Rβ̂ − r).

在 H0 下
W/q

s2
∼ Fq,n−p.
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等价地，以受限模型和完全模型残差平方和比较：

F =
(SSER − SSEF )/q

SSEF /(n− p)
.

分子测量加入被检验方向后减少的残差，分母估计噪声方差。

18.12 ANOVA 与平方和分解
含截距模型中

SST =
∑
i

(yi − ȳ)2 = SSR+ SSE,

其中
SSR =

∑
i

(ŷi − ȳ)2.

分解来自中心化响应在模型子空间与残差子空间上的正交投影。若模型不含截距，常规定义下交
叉项不一定消失，不能机械使用 R2 = 1− SSE /SST 的全部性质。

18.13 秩亏、可估函数与广义逆
若 X 不满列秩，β 不唯一可识别。线性函数 c⊤β 可估当且仅当

c ∈ C(X⊤).

这保证所有满足同一均值 Xβ 的参数给相同 c⊤β。任取广义逆得到一个最小二乘解，但只有可估
函数的估计与广义逆选择无关。

18.14 异方差与广义最小二乘
若

Cov(ε) = Σ

已知且正定，白化
Σ−1/2y = Σ−1/2Xβ +Σ−1/2ε

给 GLS
β̂GLS = (X⊤Σ−1X)−1X⊤Σ−1y.

若错误地仍用 OLS，在线性无偏条件下 OLS 仍可能无偏，但不再 BLUE，常规同方差标准误也
错误。实践可用 heteroskedasticity-consistent sandwich covariance，但小样本精确 t/F 结论不再
自动成立。
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18.15 预测区间与均值响应区间
在新协变量 x0 处，均值响应 x⊤0 β 的估计方差为

σ2x⊤0 (X
⊤X)−1x0.

新个体
Y0 = x⊤0 β + ε0

还含独立噪声，预测误差方差为

σ2
[
1 + x⊤0 (X

⊤X)−1x0

]
.

所以预测区间严格宽于同一点的均值响应置信区间。

18.16 同时推断、拟合不足与诊断边界
若同时报告 m 个预先指定的线性组合，Bonferroni 法把每个双侧区间的尾概率改为 α/(2m)，

由 union bound 保证联合覆盖率至少 1− α，不要求各区间独立。Scheffé 法同时覆盖全部 c⊤β：

|c⊤(β̂ − β)|
s
√
c⊤(X⊤X)−1c

≤
√
pFp,n−p;1−α 对所有c 6= 0.

它适合事后选择的任意对比，但对少量预先指定对比通常更宽。
若同一设计点 xi 有 mi 次独立重复观测，令组均值为 Ȳi。残差平方和有正交分解

SSE =
∑
i

mi∑
j=1

(Yij − Ȳi)
2

︸ ︷︷ ︸
SSPE

+
∑
i

mi(Ȳi − Ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
SSLOF

.

若有 g 个不同设计点、回归模型秩为 p，自由度分别为 n− g 与 g− p。正态同方差且模型正确时，

FLOF =
SSLOF/(g − p)

SSPE/(n− g)
∼ Fg−p,n−g.

没有重复观测就不能把普通 SSE 再精确拆成 pure error 与 lack of fit。
残差图、杠杆值和影响度是模型诊断工具，不是上述精确 F 检验的替代。多重共线性放大估

计方差但不自动造成有偏；调整 R2、AIC、BIC 与交叉验证分别含不同的复杂度惩罚或预测目标，
不能用同一数值阈值互换。

答题方法
线性模型题先写设计矩阵的秩；用投影分解求估计与自由度；正态时再导出卡方、t、F；秩

亏时改问可估函数；异方差时更换协方差与标准误。
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自测

1. 证明帽子矩阵是正交投影。

2. 完成 Gauss–Markov 的协方差差分证明。

3. SSE 为什么有 n− p 个自由度，且与 β̂ 独立？

4. 一般线性假设的 F 统计量如何由受限/完全模型平方和得到？

5. 为什么个体预测区间比均值响应区间多一个 1？
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第四部分

概率论与数理统计历年真题与完整解答
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第十九章 2023 年秋季博士资格考试

易错点
除特别注明为官方答案的内容外，本部分解答均为复习用整理稿，不代表官方评分标准。原

题若存在标准化、参数化或记号歧义，解答会先说明采用的解释。

考试范围提醒
本卷共 8 道大题、100 分，要求全部作答；以下按原题顺序完整收入。

19.1 第 1 题：二维高斯、边缘与极坐标（原卷 p.1，10 分）
2023 秋 Q1

English original. Let (X,Y ) have joint density

f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp
[
−x

2 − 2ρxy + y2

2(1− ρ2)

]
.

(a) Prove that f is a density; find the marginals and the condition for independence. (b)
Put R =

√
X2 + Y 2 and Φ ∈ [0, 2π) with X = R cosΦ, Y = R sinΦ. Determine the laws

of (R,Φ) and Φ.
中文译述. 验证给定相关二维标准高斯密度，求两边缘及独立条件；再作极坐标变换，求半
径–角度联合分布和角度边缘分布。

完整解答
配方 x2 − 2ρxy+ y2 = (x− ρy)2 + (1− ρ2)y2，先对 x 积分得 fY (y) = (2π)−1/2e−y2/2，再积

分为一；对称地 X ∼ N(0, 1)。联合高斯中独立等价于协方差为零，或直接比较密度，故当且仅当
ρ = 0。

极坐标 Jacobian 为 r，且 x2 − 2ρxy + y2 = r2(1− ρ sin 2ϕ)，所以

fR,Φ(r, ϕ) =
r

2π
√

1− ρ2
exp

[
−r

2(1− ρ sin 2ϕ)
2(1− ρ2)

]
,

r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π。用 ∫∞
0 re−ar2/2dr = 1/a 得

fΦ(ϕ) =

√
1− ρ2

2π(1− ρ sin 2ϕ) .
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当 ρ = 0 时 R 与 Φ 独立、R 为 Rayleigh、角度均匀；一般情形不独立。易错点是漏 Jacobian 或
误以为边缘标准正态便自动独立。

19.2 第 2 题：Laplace 增量的指数鞅（原卷 p.1，10 分）
2023 秋 Q2

English original. Let Xn be i.i.d. with density 1
2e

−|x| and natural filtration Fn. For
Mn(θ) = exp{θ

∑n
k=1Xk − An(θ)}, determine An(θ) so that (Mn(θ)) is a martingale for

every |θ| < 1.
中文译述. 对 i.i.d. Laplace 增量，选择规范化项使指数过程成为鞅。

完整解答
对 |θ| < 1，

EeθX1 =
1

2

∫ 0

−∞
e(1+θ)xdx+

1

2

∫ ∞

0
e−(1−θ)xdx =

1

1− θ2
.

条件期望为
E[Mn | Fn−1] =Mn−1 exp{An−1 −An}(1− θ2)−1.

故需 An −An−1 = − log(1− θ2)，即 An(θ) = A0(θ)− n log(1− θ2)。标准取 A0 = 0，使 M0 = 1。
必须说明 |θ| < 1 保证可积。

19.3 第 3 题：随机重抛硬币的 Markov 链（原卷 p.1，10 分）
2023 秋 Q3

English original. There are N coins. At each round choose one uniformly and flip it
independently. Let Xn be the number of heads. (a) Prove it is a Markov chain and give
transitions. (b) Prove a unique stationary distribution exists and identify it.
中文译述. 每步均匀选择一枚硬币独立重抛，以正面数为状态，证明 Markov 性、写转移并
求唯一平稳分布。

完整解答
给定当前正面数 k，选中反面并抛成正面的概率为 (N − k)/(2N)；选中正面并抛成反面的概

率为 k/(2N)；其余概率为 1/2。故

Pk,k+1 =
N − k

2N
, Pk,k−1 =

k

2N
, Pk,k =

1

2
.

下一状态只依赖 k，故 Markov。有限链在 {0, . . . , N} 上不可约且有自环，所以有唯一平稳分布
且非周期。详细平衡给 πk+1/πk = (N − k)/(k+1)，归一化得 πk = 2−N

(
N
k

)，即 Bin(N, 1/2)。另
一解释是平稳时每枚硬币独立公平。
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19.4 第 4 题：三骰等待时间最优策略（原卷 p.2，10 分）
2023 秋 Q4

English original. Alice has three fair dice. Each round she may resample any subset and
keep the other values. Let T be the first round displaying (6, 6, 6). (a) Find the strategy
minimizing T . (b) Compute ET under it.
中文译述. 每轮可保留任意骰子并重掷其余骰子，求首次出现三个 6 的最优策略及期望轮
数。

完整解答
动态规划/单调耦合表明已经出现的 6 应保留，非 6 应重掷；任何重掷一个 6 都使下一轮“已

收集 6 的数目”随机意义下降。令 Ti 为第 i 枚骰首次出现 6 的轮次，则最优策略下 T = maxi Ti，
Ti i.i.d. 几何分布且 P(Ti ≥ n) = (5/6)n−1。尾和公式给

ET =
∑
n≥1

{1− [1− (5/6)n−1]3} = 18− 108

11
+

216

91
=

10566

1001
.

可替代方法是按当前已有 0、1、2 个 6 建三状态递推。

19.5 第 5 题：正则树渗流（原卷 p.2，15 分）
2023 秋 Q5

English original. On an infinite d-regular tree (d ≥ 3), independently open each edge
with probability p. Let C(o) be the root cluster and θ(p) = P(|C(o)| = ∞). (a) Find pc
separating zero and positive survival probability. (b) For p < pc, prove P(|C(o)| ≥ k) ≤
Ce−ck.
原卷歧义. 原卷 (a) 两处印成 θ(pc)；按上下文应为 θ(p)。本书不改写这一事实，只按标准

问题求解。

中文译述. 在无限 d-正则树上作 Bernoulli 边渗流，求根簇无限的临界概率，并证明亚临界
簇大小指数尾。

完整解答
离开根后，每个顶点有 d− 1 条向外边，故后代分布为 Bin(d− 1, p)，均值 m = (d− 1)p；根

的 d 个分支只改变首代，不改变临界点。因此 pc = 1/(d− 1)。若 p ≤ pc，相应 Galton–Watson
过程灭绝 a.s.；若 p > pc，单个分支存活概率正，故根簇无限概率正。

亚临界时总后代 W 的 pgf 满足 G(s) = s(1−p+pG(s))d−1。因右端在 (s,G) = (1, 1) 的 G 导
数为 m < 1，隐函数定理给某个 s0 > 1 使 G(s0) <∞。根有有限个独立分支，所以 Es|C(o)|

0 <∞。
Markov 不等式给 P(|C(o)| ≥ k) ≤ Es|C(o)|

0 s−k
0 = Ce−k log s0。
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19.6 第 6 题：高斯随机矩阵 CLT（原卷 pp.2–3，15 分）
2023 秋 Q6

English original. Let X be n × n with i.i.d. N(0, 1) entries. (a) For deterministic
orthogonal U, V , prove UXV d

= X. (b) For a unit u, find mean/variance of Yn = uTXTXu

and prove its CLT. (c) For unit u, v, do the same for Zn = uTXTXu+
√
n, vTXv.

中文译述. 证明标准高斯矩阵双侧正交不变；计算两个二次/线性组合的均值方差和中心极
限定理。

完整解答
向量化后 vec(UXV ) = (V T ⊗ U) vec(X)，Kronecker 矩阵正交，故标准高斯向量分布不变。
取正交矩阵把 u 旋到 e1。由不变性 Yn

d
=
∑n

i=1X
2
i1 ∼ χ2

n，故 EYn = n、Var(Yn) = 2n，并
且 (Yn − n)/

√
2n

d−→ N(0, 1)。
线性项 L = vTXv 是方差 ∑

ij v
2
i v

2
j = 1 的标准正态。高斯奇数矩为零，故 Cov(Yn, L) = 0，

从而 EZn = n、Var(Zn) = 2n+n = 3n。为证明 CLT，可把 u 旋到 e1，对每行的 X2
i1− 1 与线性

高斯项组成三角阵；Lindeberg 条件由高斯矩统一有界和最大系数 O(n−1/2) 得到，或用高斯积分
分部。于是 (Zn − n)/

√
3n

d−→ N(0, 1)。注意零协方差本身不说明有限 n 独立，但足以计算方差。

19.7 第 7 题：正态模型的最强/UMP 检验（原卷 p.3，15 分）
2023 秋 Q7

English original. For i.i.d. N(µ, σ2): (a) find a size-α most powerful test of (µ0, σ20)
versus (µ1, σ21) when µ0 < µ1, σ20 = σ21; (b) when µ0 = µ1, σ20 < σ21; (c) with σ2 = 1, find
the UMP level-α test of H ′

0 : µ ≥ 1 versus H ′
1 : µ < 1.

中文译述. 对正态样本分别处理同方差均值变化、同均值方差变化的简单假设，以及均值
单侧复合检验。

完整解答
(a) 似然比随 ∑

Xi 增大，故拒绝域为 X̄ > µ0+z1−ασ0/
√
n。(b) 似然比随 Q =

∑
(Xi−µ0)2

增大，H0 下 Q/σ20 ∼ χ2
n，故拒绝当 Q > σ20χ

2
n,1−α。(c) 正态族对 X̄ 有 MLR，备择在左，故在

小值拒绝：X̄ < 1 + zα/
√
n。原假设上的拒绝概率在边界 µ = 1 最大，故 size 为 α 且为 UMP。

19.8 第 8 题：Cauchy 极小充分与双样本 MLE（原卷 p.3，15 分）
2023 秋 Q8

English original. For the Cauchy location density f(x | θ) = {π[1 + (x − θ)2]}−1: (a)
find a minimal sufficient statistic. (b)(c) For two observations, put ∆ = (x1−x2)/2; prove
the MLE is unique if |∆| ≤ 1 and nonunique if |∆| > 1, and find all maximizers.
中文译述. 求 Cauchy位置族的极小充分统计量，并完整分析两个观测时 MLE的唯一性分
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岔。

完整解答
(a) 似然比 ∏

i[1 + (yi − θ)2]/
∏

i[1 + (xi − θ)2] 与 θ 无关，当且仅当两组样本作为多重集合相
同（比较两边关于 θ 的多项式根/系数）。故次序统计量向量 (X(1), . . . , X(n)) 极小充分；一般没有
低维压缩。

(b)(c) 令 m = (x1 + x2)/2、d = ∆、t = θ −m。最大化似然等价于最小化

D(t) = [1 + (t− d)2][1 + (t+ d)2], D′(t) = 4t(1 + t2 − d2).

若 |d| ≤ 1，唯一极小点为 t = 0，故 θ̂ = m。若 |d| > 1，t = 0 变为局部极大点，而两个全局极小
点为 t = ±

√
d2 − 1，故 MLE 集为{

m−
√
∆2 − 1, m+

√
∆2 − 1

}
.

边界 |d| = 1 虽二阶退化，t = 0 仍唯一最小。
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考试范围提醒
Q2 的打印题面与唯一完整解答见 第 5 章的指数极值真题（第 34 页）。

考试范围提醒
本卷共 11 题，考试时选做 8 题；4 题为 15 分，其余为 10 分。

20.1 第 1 题：无限方差与非标准 CLT（原卷 p.1，10 分）
2024 春 Q1

English original. Let Xi be i.i.d. with density f(x) = |x|−3 for |x| > 1 and 0

otherwise; let φ(t) = EeitX1 and Sn =
∑n

i=1Xi. (a) Prove EX2
1 = ∞. (b) Given

limt→0(1− φ(t))/(t2 log |t|) = −1, find an and prove Sn/an
d−→ N(0, 1).

中文译述. 对尾密度 |x|−3，证明二阶矩发散；利用已给特征函数渐近寻找带对数修正的正

态归一化。

完整解答
(a) EX2 = 2

∫∞
1 x2x−3dx = ∞。(b) 取 an =

√
n logn。固定 t，

n{1− φ(t/an)} ∼ −n t
2

a2n
log |t|

an
= t2

log an − log |t|
logn → t2

2
.

又 1−φ(t/an) → 0，故 φ(t/an)
n → e−t2/2。Lévy 连续性定理给标准正态极限。常见错误是取 √

n

或漏掉 log an ∼ 1
2 logn。

20.2 第 3 题：乘积收敛与反例（原卷 p.1，10 分）
2024 春 Q3

English original. (a) If Xn
P−→ X and Yn

P−→ Y , prove XnYn
P−→ XY . (b) Is the analogous

statement for L1 convergence true? Prove or give a counterexample.
中文译述. 证明依概率收敛对乘法封闭，并判断 L1 版本。

完整解答
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(a) (Xn, Yn)
P−→ (X,Y )，而乘法连续，故由连续映射定理得结论。也可用 |XnYn − XY | ≤

|Xn||Yn − Y |+ |Y ||Xn −X|，并先证明依概率收敛序列有界于概率。
(b) 错。令同一事件 An 满足 P(An) = n−2，取 Xn = Yn = n1An，X = Y = 0。则 E|Xn| =

1/n→ 0，两者都 L1 收敛；但 E|XnYn| = n2P(An) = 1，乘积不 L1 收敛。缺少的是更高矩或一
致可积控制。

20.3 第 4 题：偏置随机游动首达（原卷 pp.1–2，15 分）
2024 春 Q4

English original. Let ξi ∈ {−1, 1} with P(ξi = 1) = p, Sn =
∑n

i=1 ξi, and Tk = inf{n ≥
1 : Sn = k}. Put M(t) = Eetξ1 . (a) For p ≥ 1/2, prove etkE[M(t)−Tk ] = 1 for t > 0. (b)
For p < 1/2, compute P(Tk <∞). (c) For p < 1/2, find the law of Y = 1 + supn≥0 Sn.
中文译述. 使用指数鞅求首达时生成函数、逆漂移命中概率和最大高度分布。

完整解答
Ln = etSn/M(t)n 是非负鞅。停于 Tk ∧ n，并用 STk

= k、p ≥ 1/2 时 Tk <∞ a.s. 及非负鞅
的一致控制取极限，得到 1 = etkEM(t)−Tk。

若 p < q = 1− p，取 r = q/p > 1，则 rSn 是鞅。停于首次到达 k 或 −m，解得命中 k 概率；
令 m→ ∞，P(Tk <∞) = (p/q)k。令 a = p/q < 1，则 P(Y ≥ j) = P(supSn ≥ j − 1) = aj−1，故

P(Y = j) = (1− a)aj−1, j = 1, 2, . . . ,

即参数 1− a 的几何分布。停时取极限必须先用双边有界停止保证合法。

20.4 第 5 题：Markov 链的递推表示（原卷 p.2，10 分）
2024 春 Q5

English original. On countable S, let Zn be i.i.d. in (E, E), X0 independent, and
Xn = f(Xn−1, Zn). (a) Prove (Xn) is Markov and give its transition. (b) Prove every
discrete time-homogeneous Markov chain on S has such a representation.
中文译述. 证明“状态加独立噪声”的递推产生 Markov链，并用逆变换表示任意可数状态
齐次链。

完整解答
(a) 由 Zn 与过去独立，P(Xn = y | X0, . . . , Xn−1) = P(f(Xn−1, Zn) = y) = P (Xn−1, y)，其

中 P (x,A) = P(f(x, Z1) ∈ A)。
(b) 枚举 S = {s1, s2, . . . }，令 Zn

i.i.d.∼ U(0, 1)。对每个 x 定义累积和 Fx(j) =
∑

ℓ≤j P (x, sℓ)，
并令 f(x, u) = sj 当 Fx(j − 1) ≤ u < Fx(j)。则 P(f(x, Z) = sj) = P (x, sj)，按递推即可构造给
定转移核的链。
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20.5 第 6 题：Brownian 首达时（原卷 p.2，10 分）
2024 春 Q6

English original. For standard Brownian motion Bt, Ta = inf{t > 0 : Bt ≥ a}. (a) Prove
Ta is a stopping time. (b) Compute Ee−λTa and prove Ta <∞ a.s.; hint euBt−u2t/2.
中文译述. 证明 Brownian 首达正水平是停时，求其 Laplace 变换并证明有限。

完整解答
连续路径给 {Ta ≤ t} = {sups≤tBs ≥ a}；上确界可只取有理时刻，故属于 Ft。对指数鞅先

停在 Ta ∧ T−b，再令 b→ ∞，或停在有界区域以保证 OST，得到

Ee−λTa = e−a
√
2λ.

最后 λ ↓ 0，单调收敛给 P(Ta <∞) = limλ↓0 Ee−λTa = 1。

20.6 第 7 题：高斯均值估计的 minimax 性（原卷 p.2，15 分）
2024 春 Q7

English original. IfXi ∼ N(µi, 1) independently and loss is
∑

i(ai−µi)2, prove δ(X) = X

is minimax.
中文译述. 在 n 维标准高斯位置模型和平方损失下证明恒等估计是 minimax。

完整解答
δ0 = X 的风险恒为 n，故 minimax 风险至多 n。取先验 µ ∼ N(0, τ2In)，Bayes 估计为

δτ (X) = τ2

1+τ2
X，其 Bayes 风险为 nτ2/(1 + τ2)。任意规则的最大风险不小于任一先验 Bayes 风

险，令 τ → ∞ 得下界 n。上下界相同，故 X minimax。此题不声称在 n ≥ 3 时 X admissible；
James–Stein 现象与 minimax 可并存。

20.7 第 8 题：平移均匀分布的相合与渐近（原卷 p.2，10 分）
2024 春 Q8

English original. If Xi
i.i.d.∼ U(θ, θ + 10), θ > 0: (a) prove θ̂ = miniXi is consistent; (b)

find the asymptotic law of
√
12n(X̄ − 5− θ)/θ̂.

中文译述. 证明样本最小值估计平移参数相合，并用 CLT/Slutsky 求给定标准化的极限。

完整解答
对 0 < ε < 10，P(θ̂ > θ + ε) = (1 − ε/10)n → 0，且 θ̂ ≥ θ，故相合。又 EX = θ + 5、

VarX = 100/12，所以 √
12n(X̄ − θ − 5)

d−→ N(0, 100)。由 θ̂
P−→ θ，Slutsky 给极限 N(0, 100/θ2)。
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20.8 第 9 题：均值方差同参数的 MLE（原卷 p.2，10 分）
2024 春 Q9

English original. If Yi = logXi
i.i.d.∼ N(θ, θ) with θ > 0, derive the MLE and its asymp-

totic distribution.
中文译述. 正态均值和方差均为同一正参数，求 MLE 与渐近分布。

完整解答
忽略常数，ℓ(θ) = −n

2 log θ −
1
2θ

∑
Y 2
i +

∑
Yi − n

2 θ。score 方程等价于 θ2 + θ − Y 2 = 0，正
根为

θ̂ =
−1 +

√
1 + 4Y 2

2
.

其为唯一最大点。单观测 Fisher 信息 I(θ) = (1 + 2θ)/(2θ2)，故正则 MLE 理论给

√
n(θ̂ − θ)

d−→ N

(
0,

2θ2

1 + 2θ

)
.

可替代地对 Y 2 用 CLT 和 Delta。

20.9 第 10 题：Pareto 均值的 UMP 检验（原卷 p.2，10 分）
2024 春 Q10

English original. For Pareto density f(x | θ) = 100θθx−(1+θ), x > 100, θ > 1, let µ = EX.
Give the rejection region of a UMP level-α test of H0 : µ = µ0 versus H1 : µ > µ0.
中文译述. 将 Pareto 均值假设转换为形状参数单侧假设并写 UMP 拒绝域。

完整解答
µ = 100θ/(θ − 1) 随 θ 递减，令 θ0 = µ0/(µ0 − 100)（需 µ0 > 100），则备择 µ > µ0 等价于

θ < θ0。令 T =
∑

log(Xi/100)，则 T ∼ Gamma(n, rate θ)，小 θ 使 T 偏大。由 MLR，拒绝当

2θ0T > χ2
2n,1−α.

边界参数校准 size。变量变换 log(X/100) ∼ Exp(θ) 是关键。

20.10 第 11 题：约束正态均值的 UMVU（原卷 p.2，15 分）
2024 春 Q11

English original. Nonnegative θ1, θ2, θ3 satisfy θ1 + θ2 + θ3 = 1. Observe Xik = θk + εik

with independent N(0, 1) errors. Derive the UMVUE of θ1.
中文译述. 在三个均值和为一的正态模型中，利用约束改进 X̄1 并求 UMVU。
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完整解答
无偏控制变量为 C = X̄1 + X̄2 + X̄3 − 1。考虑 X̄1 + aC，其噪声系数为 (1 + a, a, a)，方差

[(1 + a)2 + 2a2]/n，在 a = −1/3 最小。因此

δ = X̄1 −
1

3
(X̄1 + X̄2 + X̄3 − 1) =

1 + 2X̄1 − X̄2 − X̄3

3
.

参数空间相对内部是二维开放集；投影到约束平面的两维正态自然统计量构成满秩指数族，完备
充分。δ 是该统计量的无偏函数，故由 Lehmann–Scheffé 为 UMVU。只在“线性无偏类”最小化
尚不足，必须补完备充分论证。
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考试范围提醒
Q2、Q5 的打印题面与唯一完整解答分别见 第 4 章的 Delta 方法真题（第 26 页）、第 4
章的几乎处处与 L1 极限真题（第 27 页）。

考试范围提醒
本卷共 11 题，考试时选做 8 题。Q9(c) 按原式不存在有限非退化极限，解答同时说明原式
结论和自然标准化后的极限。

21.1 第 1 题：均匀和的四阶矩与 Irwin–Hall 分布（原卷 p.1，10 分）
2024 秋 Q1

English original. Let Ui
i.i.d.∼ U [0, 1], Sn =

∑n
k=1 Uk. (a) Compute ES4

n. (b) Determine
the distribution of S3.
中文译述. 计算均匀变量和的四阶矩，并求三个均匀变量和的完整分布。

完整解答
用 EU r = 1/(r + 1) 并按指标重合类型展开：

ES4
n =

n

5
+
n(n− 1)

2
+
n(n− 1)

3
+
n(n− 1)(n− 2)

2
+
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

16
.

S3 的密度由三次卷积或容斥得到

f(s) =



s2/2, 0 < s < 1,

(−2s2 + 6s− 3)/2, 1 ≤ s < 2,

(3− s)2/2, 2 ≤ s < 3,

0, 其他.

积分可得 CDF；检查三段连续且总积分为一。常见错误是四阶展开漏掉 6n(n− 1)(n− 2) 型项。
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21.2 第 3 题：次指数尾、矩与 mgf 等价（原卷 pp.1–2，10 分）
2024 秋 Q3

English original. Prove equivalence up to absolute constants among: (a) P(|X| ≥ t) ≤
2e−t/K1 ; (b) E|X|p ≤ (K2p)

p for all integers p; (c) Ee|X|/K3 ≤ 2 for some K3.
中文译述. 证明次指数随机变量的指数尾、线性矩增长和某点指数矩有界三种刻画等价，常
数只差绝对因子。

完整解答
(a)⇒(b)：尾积分公式给

E|X|p = p

∫ ∞

0
tp−1P(|X| > t)dt ≤ 2Kp

1p! ≤ (CK1p)
p.

(b)⇒(c)：展开指数，取 K3 = cK2。由 Stirling 下界 p! ≥ (p/e)p，

Ee|X|/K3 ≤ 1 +
∑
p≥1

(e/c)p,

选 c ≥ 3e 使右端不超过 2。(c)⇒(a)：Markov 给 P(|X| ≥ t) ≤ e−t/K3Ee|X|/K3 ≤ 2e−t/K3。三步
同时给出常数因子关系。

21.3 第 4 题：正则树与 b 叉树随机游动（原卷 p.2，10 分）
2024 秋 Q4

English original. For simple random walk on an infinite d-regular tree Td, determine
recurrence/transience for d ≥ 2. Do the same for the rooted infinite b-ary tree Tb.
中文译述. 判断正则树和有根 b 叉树上简单随机游动的常返/暂留并证明。

完整解答
看离根距离。Td 上除根外，距离以概率 (d−1)/d 增一、1/d 减一。d = 2 时等价于一维简单随

机游动的绝对值，常返；d ≥ 3 时有向外正漂移，命中根的概率从距离 r 出发为 (1/(d− 1))r < 1，
故暂留。

Tb 除根外每点有 b 个孩子和一个父亲，等价于 d = b+1 的径向链。b = 1 常返，b ≥ 2 暂留。
根处有限修改不改变分类。
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21.4 第 6 题：Brownian 存活条件与 Brownian bridge/GFF（原卷
pp.2–3，15 分）

2024 秋 Q6

English original. (a) For Xt = x + Bt, x > 0, compute P(Xt ∈ [a, b] | mins≤tXs > 0).
(b) A Brownian bridge Wt = (Bt | B1 = 0) and the zero-boundary 1D GFF have Green
covariance G. Find G and prove the two processes have identical finite-dimensional laws.
中文译述. 用反射原理求 Brownian 在未触零条件下的终点分布；证明 Brownian bridge 与
一维零边界 GFF 同分布。

完整解答
(a) 吸收于零的转移密度由反射原理为

p+t (x, y) =
1√
2πt

(
e−(y−x)2/(2t) − e−(y+x)2/(2t)

)
, y > 0.

存活概率为 ∫∞
0 p+t (x, y)dy = 2Φ(x/

√
t)− 1，故所求为

∫ b
a p

+
t (x, y)dy

2Φ(x/
√
t)− 1

.

(b) 解 −∂2tG(t, s) = δs(t)、Dirichlet 边界得 G(t, s) = min(t, s) − ts。而 Wt = Bt − tB1，故
EWtWs = min(t, s)− ts。两者都是零均值高斯过程，协方差相同即所有有限维高斯分布相同。

21.5 第 7 题：只记录符号后的推断（原卷 p.3，10 分）
2024 秋 Q7

English original. Xi
i.i.d.∼ N(µ, 1) but only Yi = 1{Xi<0} are recorded. (a) Derive the

MLE of µ. (b) Construct a size-α UMP test of H0 : µ ≤ µ0 versus H1 : µ > µ0. (c)
Describe a (1− α) confidence interval.
中文译述. 正态样本只保留正负号后，完成 MLE、单侧 UMP 与置信区间构造。

完整解答
Yi ∼ Bernoulli(q)，q = Φ(−µ)。令 S =

∑
Yi。内部情形 0 < S < n，̂q = S/n，故 µ̂ = −Φ−1(S/n)；

S = 0, n 时扩展 MLE 分别为 +∞,−∞。
µ 增大使 q 减小，二项族对 S 有 MLR，故在 S 小时拒绝；选整数临界值和必要边界随机化

使 q0 = Φ(−µ0) 下拒绝概率为 α。置信区间可先对二项参数 q 作 Clopper–Pearson 或反演 UMP
检验得到 [qL, qU ]，再单调反变换为 [−Φ−1(qU ),−Φ−1(qL)]。
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21.6 第 8 题：线性模型 BLUE 与信息矩阵（原卷 p.3，10 分）
2024 秋 Q8

English original. In Y = Zβ + ε under Gauss–Markov assumptions, β̂ = (ZTZ)−1ZTY .
For θ = bTβ: (a) give mean/variance of θ̂ = bT β̂ and prove it has minimum variance among
all linear unbiased estimators. (b) If errors are i.i.d. N(0, σ2) with known σ2, derive I(β).
中文译述. 证明一般线性函数的 OLS 估计是 BLUE，并求正态模型信息矩阵。

完整解答
Eθ̂ = bTβ，Var(θ̂) = σ2bT (ZTZ)−1b。任意线性无偏 cTY 满足 ZT c = b。写 c = c0 + d，

c0 = Z(ZTZ)−1b、ZTd = 0，则 cT0 d = 0，故 Var(cTY ) = σ2(‖c0‖2 + ‖d‖2) ≥ Var(cT0 Y )。正态对
数似然 Hessian 为 −ZTZ/σ2，所以 I(β) = ZTZ/σ2。对应理论第 十八 章。

21.7 第 9 题：两个估计量的渐近比较（原卷 pp.3–4，10 分）
2024 秋 Q9

English original. Xi
i.i.d.∼ U [0, θ], fixed t ∈ (0, θ). Compare Fn(t) = n−1

∑
1{Xi≤t} and

Tn(t) = t/(2X̄): (a) find asymptotic laws; (b) when does Fn have smaller asymptotic
variance? (c) with θ = 1, find the asymptotic distribution of nFn(n

−1/2)−
√
n.

中文译述. 比较经验分布估计与代入估计，并处理阈值随样本量变化的二项计数。

完整解答
令 r = t/θ。则

√
n(Fn(t)− r)

d−→ N(0, r(1− r)).

又 X̄ 均值 θ/2、方差 θ2/(12n)，对 g(x) = t/(2x) 用 Delta：
√
n(Tn(t)− r)

d−→ N(0, r2/3).

Fn 方差较小当 r(1− r) < r2/3，即 t > 3θ/4。
(c) 令 Kn = nFn(n

−1/2) ∼ Bin(n, n−1/2)，均值 √
n、方差 √

n− 1。按原题字面，Kn −
√
n

方差发散且不紧，故在 R 上没有有限非退化弱极限。自然的标准化是

Kn −
√
n

n1/4
d−→ N(0, 1).

此处记为原题的 minor ambiguity，不擅自把缺失的 n−1/4 写入题面。
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21.8 第 10 题：受限正态模型的 UMVU 与 admissibility（原卷 p.4，
15 分）

2024 秋 Q10

English original. Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2), µ ≥ 0, σ > 0, n ≥ 2. (a) Show X̄ and S2 are

independent. (b) Find a UMVUE of µ/σ if it exists. (c) Is X̄ admissible for estimating µ
under squared error?
中文译述. 在均值非负的正态双参数模型中证明均值方差独立，讨论 µ/σ 的 UMVU 及样
本均值的可容许性。

完整解答
(a) 对高斯向量作正交分解：沿 1 的投影给 X̄，正交补给残差；二者联合高斯且协方差零，故

独立，且 (n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1。

(b) 对 n > 2，
E
X̄

S
=
µ

σ

√
n− 1

2

Γ((n− 2)/2)

Γ((n− 1)/2)
.

故无偏估计为
δ =

√
2

n− 1

Γ((n− 1)/2)

Γ((n− 2)/2)

X̄

S
.

正态族的 (X̄, S2) 在相对开放参数域上完备充分，故该估计是唯一无偏函数。
若按有限方差定义 UMVU，需 n > 3，因为 ES−2 < ∞ 当且仅当 n− 1 > 2。n = 2 时上述

无偏函数不可积；题目未说明低自由度约定，应明确此边界。
(c) 不可容许。投影估计 δ+(X) = max(0, X̄) 对每个 µ ≥ 0 逐点满足 (δ+ − µ)2 ≤ (X̄ − µ)2，

并在 X̄ < 0 上严格改善；该事件有正概率。

21.9 第 11 题：参数依赖支集的矩法、MLE 与相合（原卷 p.4，15 分）
2024 秋 Q11

English original. Xi
i.i.d.∼ U [θ, θ+|θ|], θ 6= 0. (a) Derive the method-of-moments estimator.

(b) Derive the MLE. (c) Is it consistent?
中文译述. 分正负参数讨论均匀区间模型的矩估计、MLE 和相合性。

完整解答
若 θ > 0，支集 [θ, 2θ]、均值 3θ/2；若 θ < 0，支集 [θ, 0]、均值 θ/2。样本符号 a.s. 识别分

支，故矩估计为 2X̄/3（样本为正）或 2X̄（样本为负）。
正分支似然为 θ−n1{X(n)/2≤θ≤X(1)}，故 θ̂ = X(n)/2；负分支似然为 (−θ)−n1{θ≤X(1)≤X(n)≤0}，

故 θ̂ = X(1)。极值强律给正分支 X(n) → 2θ，负分支 X(1) → θ，所以 MLE 相合。
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本卷共 11 题，考生选做 8 题；多做时只批阅最先作答的 8 题。四题各 15 分，其余各 10 分。
以下按原卷顺序完整收录。

22.1 第 1 题：样本极值的联合分布与条件期望（原卷 p.1，10 分）
2025 春 Q1

English original. Let {Un} be i.i.d. with uniform distribution on [0, 1]. For n ≥ 2, define

Xn := min{U1, . . . , Un}, Yn := max{U1, . . . , Un}.

(1) Derive the joint distribution of (Xn, Yn). (2) Calculate E[Xn | σ(Yn)].
中文翻译. 对独立同分布的 U [0, 1] 样本，求样本最小值与最大值的联合分布，并计算给定

最大值的最小值条件期望。

完整解答
对 0 < x < y < 1，恰有一个观测落在 dx、一个落在 dy，其余 n− 2 个落在 (x, y)，故

fXn,Yn(x, y) = n(n− 1)(y − x)n−21{0<x<y<1}.

等价地，可先写 Pr(Xn > x, Yn ≤ y) = (y−x)n 再作混合偏导。边缘密度 fYn(y) = nyn−11(0,1)(y)，
所以

fXn|Yn=y(x) =
(n− 1)(y − x)n−2

yn−1
, 0 < x < y.

积分并令 x = yu 得

E[Xn | Yn = y] = y(n− 1)

∫ 1

0
u(1− u)n−2 du =

y

n
.

因此 E[Xn | σ(Yn)] = Yn/n a.s. 易错点是把条件分布误当成 U(0, Yn)；只有 n = 2 时才如此。参
见第 一 章。
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22.2 第 2 题：高斯向量的线性表示（原卷 p.1，10 分）
2025 春 Q2

English original. Suppose (X,Y, Z) is a three-dimensional mean-zero Gaussian vector
with covariance matrix 

1 ρ τ

ρ 1 0

τ 0 1

 .

(1) Show that ρ2 + τ2 ≤ 1. (2) Show that there exist real numbers a, b, c and a standard
Gaussian random variable W independent of (Y, Z) such that X = aY + bZ + cW , and
derive a, b, c.
中文翻译. 由协方差矩阵的半正定性导出参数约束，并把 X 分解为 (Y, Z) 的线性投影与

独立高斯残差。

完整解答
协方差矩阵必须半正定，其行列式为 1− ρ2 − τ2，故第一问成立。又因 (Y, Z) 联合高斯且协

方差为零，二者独立。令 R = X − ρY − τZ，则

Cov(R, Y ) = Cov(R,Z) = 0, Var(R) = 1− ρ2 − τ2.

联合高斯向量中零协方差推出独立。若 1− ρ2 − τ2 > 0，取

W =
R√

1− ρ2 − τ2
, a = ρ, b = τ, c =

√
1− ρ2 − τ2.

边界情形令 c = 0，另取任意独立标准正态 W，同一表示仍成立。关键条件是“联合高斯”，一般
随机向量中不相关不推出独立。

22.3 第 3 题：随机游走的矩母函数与退出时生成函数（原卷 p.1，15 分）
2025 春 Q3

English original. Suppose {ξi} are i.i.d. Bernoulli random variables with Pr(ξ1 = 1) =

Pr(ξ1 = −1) = 1/2. Set Sn =
∑n

j=1 ξj and define τ = min{n : Sn = −a or b} for a, b ∈ Z>0.
(1) Calculate E[eλSn ] for λ ∈ R. (2) Calculate E[sτ ] for s ∈ (0, 1).
中文翻译. 对简单对称随机游走，计算位置的矩母函数，以及离开区间 (−a, b) 的时间生成
函数。

完整解答
独立性给出

EeλSn =
n∏

j=1

Eeλξj = (coshλ)n.
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令 uk = Ek[s
τ ]。首步分析给出

u−a = ub = 1, uk =
s

2
(uk−1 + uk+1), −a < k < b.

取 γ > 0 使 cosh γ = 1/s。差分方程特征根为 e±γ；满足两个边界条件的解为

uk =
sinh((b− k)γ) + sinh((k + a)γ)

sinh((a+ b)γ)
.

从零出发因此
E[sτ ] =

sinh(bγ) + sinh(aγ)
sinh((a+ b)γ)

, cosh γ = s−1.

把边界值误设为 s 是常见错误：到达边界后剩余退出时间为零，故边界生成函数为 1。参见第 十
章。

22.4 第 4 题：非一致有界增量鞅与停时（原卷 p.1，10 分）
2025 春 Q4

English original. Suppose {ξi} are i.i.d. with Pr(ξ1 = 1) = Pr(ξ1 = −1) = 1/2. Set
Xn =

∑n
j=1 2

j−1ξj . (1) Define T = min{j ≥ 1 : ξj = +1}. Derive the law of T and
calculate E[T ]. (2) Show that {Xn} is a martingale and calculate E[XT ].
中文翻译. 求第一次出现正号的几何停时分布，验证加权随机游走为鞅，并计算停时处的
值。

完整解答
Pr(T = k) = 2−k，k ≥ 1，所以 T 为成功概率 1/2、取值从 1 开始的几何变量，ET = 2。对

自然过滤 Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)，

E[Xn+1 | Fn] = Xn + 2nEξn+1 = Xn,

且每个固定 n 下 Xn 可积，故为鞅。在事件 T = k 上，前 k− 1 项均为 −1，第 k 项为 +1，于是

XT = −
T−1∑
j=1

2j−1 + 2T−1 = 1 a.s.,

故 EXT = 1。不能直接套用可选停止定理，因为被停过程缺乏一致可积等充分条件；本题应逐路
径计算。
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22.5 第 5 题：Brownian 对称退出与符号独立性（原卷 pp.1–2，10 分）
2025 春 Q5

English original. Let {Bt}t≥0 be a one-dimensional Brownian motion starting from the
origin. For a ∈ (0,∞), define Ta := inf{t ≥ 0 : |Bt| = a}. (1) Prove that Ta < ∞ a.s. (2)
Prove that Ta and 1{BTa=a} are independent.
中文翻译. 证明 Brownian motion 几乎必然在有限时间退出 (−a, a)，并证明退出时间与退
出端点符号独立。

完整解答
对任意 t > 0，若 Ta > t 则 |Bt| < a，因此 Pr(Ta > t) ≤ Pr(|Bt| < a) = Pr(|N(0, 1)| <

a/
√
t) → 0，故 Pr(Ta = ∞) = 0。
令路径反射 ω 7→ −ω。Wiener 测度在此映射下不变，Ta 不变，而退出端点 +a 与 −a 互换。

故对任意 Borel 集 A ⊂ [0,∞)，

Pr(Ta ∈ A,BTa = a) = Pr(Ta ∈ A,BTa = −a) = 1

2
Pr(Ta ∈ A).

又 Pr(BTa = a) = 1/2，所以联合概率分解，得到独立性。此证明同时使用路径连续性保证退出点
只能是 ±a。参见第 十 章。

22.6 第 6 题：条件二阶矩刻画正态分布（原卷 p.2，15 分）
2025 春 Q6

English original. Suppose X and Y are i.i.d. with EX = 0 and Var(X) = 1. Suppose
further that

E[(X − Y )2 | σ(X + Y )] = 2.

Show that X and Y are independent standard Gaussian random variables.
中文翻译. 用和给定时差的条件二阶矩恒定这一条件，刻画标准正态分布。

完整解答
独立性已由 i.i.d. 假设包含，需证明公共分布为 N(0, 1)。令 ϕ(t) = EeitX。将条件等式乘

eit(X+Y ) 后取期望；因二阶矩有限，ϕ 二次可微，且

E[(X − Y )2eit(X+Y )] = −2ϕ′′(t)ϕ(t) + 2ϕ′(t)2,

右端为 2ϕ(t)2。因此
−ϕ′′ϕ+ (ϕ′)2 = ϕ2. (*)

在 ϕ 6= 0 的连通区间上令 g = logϕ，则由 (*) 得 g′′ = −1。又 g(0) = 0、g′(0) = iEX = 0，故零
点所在连通分支上 ϕ(t) = e−t2/2。该解不在有限端点趋于零，故此分支不能有有限边界；于是等
式对全部 t ∈ R 成立。特征函数唯一性给出 X,Y ∼ N(0, 1)。
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关键步骤不是“条件方差恒定”本身，而是把条件恒等式转成对所有 t 成立的特征函数微分
方程。

22.7 第 7 题：均匀分布端点的广义 Bayes 估计（原卷 p.2，10 分）
2025 春 Q7

English original. Let X1, . . . , Xn (n ≥ 2) be i.i.d. U(0, θ), 0 < θ <∞. (a) Under squared
error loss, derive the generalized Bayes rule for the improper prior π(θ) = 1, 0 < θ < ∞.
(b) Is the rule consistent for θ?
中文翻译. 在平方损失和常数非正常先验下求均匀端点参数的广义 Bayes 规则，并判断相
合性。

完整解答
记 M = X(n)。似然为 θ−n1{θ≥M}，故后验密度正比于该式，n > 1 时可正规化。形式上的平

方损失 Bayes 规则为后验均值：对 n > 2，

δn(X) =

∫∞
M θ1−n dθ∫∞
M θ−n dθ

=
n− 1

n− 2
M.

n = 2 时后验均值发散，有限 Bayes 动作不存在；若要求后验平方损失本身有限，还需 n > 3，
n = 3 的上述形式估计具有无限后验二阶风险。作为随样本量变化的估计序列，M → θ a.s. 且
(n− 1)/(n− 2) → 1，故 δn → θ a.s.，即相合。不要把固定 n 的倍数因子误当成相合性的极限。

22.8 第 8 题：Gamma 尺度族的检验与 MLE 渐近分布（原卷 p.2，10
分）

2025 春 Q8

English original. Let X1, . . . , Xn be i.i.d. Gamma(2025, θ) with density

f(x | α, θ) = xα−1e−x/θ

Γ(α)θα
, x > 0.

(a) For H0 : θ = 1 versus H1 : θ 6= 1, derive a UMP level 0.05 test if it exists; otherwise
explain. (b) Derive the MLE of 1/θ and its asymptotic distribution.
中文翻译. 讨论 Gamma 尺度参数双侧检验是否存在 UMP，并求逆尺度参数的 MLE 及渐
近分布。

完整解答
T =

∑
Xi ∼ Gamma(2025n, θ)，该族对 T 具有单调似然比。对 θ > 1 的最强检验拒绝大 T，

对 θ < 1 的最强检验拒绝小 T；同一非平凡水平检验不能同时在两个相反方向都最强，故双侧备
择下一般不存在 UMP 检验（可进一步构造 UMPU 或似然比检验，但不是题问）。
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对数似然关于 θ 最大化给 θ̂ = X̄/2025，所以不变性给 1̂/θ = 2025/X̄。单个观测均值 2025θ、
方差 2025θ2，CLT 与 Delta 方法给

√
n

(
2025

X̄
− 1

θ

)
d−→ N

(
0,

1

2025θ2

)
.

易错点是把 Gamma 的 scale 与 rate 参数化互换。参见第 十三 章。

22.9 第 9 题：样本相关系数与最小充分性（原卷 p.2，15 分）
2025 春 Q9

English original. Let (Xi, Yi) be i.i.d. bivariate vectors and let ρ be their correlation.
With the usual sample means and unbiased sample variances, define

ρ̂ =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

(n− 1)SXSY
.

(a) If E|Xi|4,E|Yi|4 < ∞, prove
√
n(ρ̂ − ρ)

d−→ N(0, c) and identify c in terms of moments.
(b) If (Xi, Yi) ∼ N2(0,

(
1 ρ
ρ 1

)
), find a minimal sufficient statistic for ρ and determine com-

pleteness.
中文翻译. 推导一般双变量总体样本相关系数的渐近分布，并研究标准边缘二元正态相关
参数的最小充分统计量和完备性。

完整解答
设总体均值为 µX , µY ，标准差为 σX , σY > 0。样本一阶、二阶和交叉矩的向量满足多元 CLT，

相关系数是其可微函数，Delta 方法给渐近正态。其影响函数可写为

ψ(x, y) =
(x− µX)(y − µY )− σXY

σXσY
− ρ

2

[
(x− µX)2 − σ2X

σ2X
+

(y − µY )
2 − σ2Y

σ2Y

]
.

四阶矩条件保证 Eψ2 <∞，且
√
n(ρ̂− ρ)

d−→ N(0, c), c = E[ψ(X,Y )2].

这已按题意用总体矩识别 c，无需再展开。
正态子题的似然只通过

A =
n∑

i=1

(X2
i + Y 2

i ), B =
n∑

i=1

XiYi

依赖样本。似然比判据表明 (A,B) 最小充分：两样本的似然比与 ρ 无关，当且仅当二者的 A,B

相同。它不完备，因为 A− 2n 对所有 ρ ∈ (−1, 1) 期望均为零，但不是几乎处处零。易错点是把
“一参数族”自动等同于“完备指数族”。
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22.10 第 10 题：绝对值矩估计与可容许性（原卷 pp.2–3，10 分）
2025 春 Q10

English original. Let X1, . . . , Xn be i.i.d. N(0, σ2), σ > 0, and W = n−1
∑n

i=1 |Xi|. (a)
Find an unbiased estimator of σ based on W and identify its limiting distribution. (b) Is
it admissible under squared error loss? Justify.
中文翻译. 用样本绝对值均值构造尺度参数的无偏估计，求渐近分布并判断平方损失下的
可容许性。

完整解答
因 E|Xi| = σ

√
2/π、Var(|Xi|) = σ2(1− 2/π)，

δ =

√
π

2
W,

√
n(δ − σ)

d−→ N
(
0, σ2

(π
2
− 1
))

.

关于可容许性，令 V =
∑
X2

i 。V 是完备充分统计量，Rao–Blackwell 化 δ∗ = E(δ | V ) 仍无偏且
平方风险不增。给定 V 时方向在球面上随机，而 δ 依赖各坐标绝对值，n ≥ 2 时并非 V 的函数，
故条件方差以正概率为正：

R(σ, δ) = R(σ, δ∗) + Eσ Var(δ | V ) > R(σ, δ∗).

所以该基于 W 的无偏估计不可容许。若 n = 1，此 Rao–Blackwell 严格改进论证不成立，应单独
讨论；原卷通常默认一般样本量，完整答案必须声明此边界。

22.11 第 11 题：带位置参数指数分布的非正则 MLE（原卷 p.3，15 分）
2025 春 Q11

English original. Let X1, . . . , Xn be i.i.d. with density f(x;λ, α) = λe−λ(x−α)1{x≥α},
where λ > 0 and α ∈ R are unknown. (a) Find the MLE (λ̂, α̂). (b) To what distribution
does

n(λ̂− λ)

n(α̂− α)

converge? Partial credit is available for identifying the numerator and/or denominator
distributions.
中文翻译. 对未知率和未知左端点的移位指数族求 MLE，并研究两个非同阶估计误差之比
的极限分布。

完整解答
似然为 L = λn exp[−λ

∑
i(Xi − α)]1{α≤X(1)}。固定 λ 时它随 α 增大，故 α̂ = X(1)；再对 λ

最大化得
λ̂ =

n∑
i(Xi −X(1))

.
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写 Xi = α+ Ei，Ei
i.i.d.∼ Exp(λ)。指数次序统计量的无记忆性给

n(α̂− α) = nE(1) ∼ Exp(λ),

且 E(1) 与 ∑
i(Ei −E(1)) ∼ Gamma(n− 1, rate λ) 独立。后者推出 √

n(λ̂− λ)
d−→ N(0, λ2)，所以

n(λ̂− λ) =
√
nOp(1) 并不紧。更精确地，令 Z ∼ N(0, 1)、E ∼ Exp(λ) 独立，则

1√
n

n(λ̂− λ)

n(α̂− α)

d−→ λZ

E
.

因此原题所写未再除以 √
n 的比值在实线上没有有限非退化弱极限；它以 √

n 量级发散。此处保
留原卷字面并标为 minor ambiguity，不擅自补入标准化因子。
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考试范围提醒
Q4 的打印题面与唯一完整解答见 第 6 章的稀有大跳与样本均值振荡真题（第 44 页）。

本卷共 11 题，选做 8 题；四题各 15 分，其余各 10 分。以下按原卷顺序完整收录。

23.1 第 1 题：随机幂的矩（原卷 p.1，10 分）
2025 秋 Q1

English original. Let X and N be independent. Suppose X is standard exponential and
N ∼ Poisson(λ), λ > 0. (a) Find all λ such that E[XN ] <∞. (b) Calculate E[XN ] under
that condition. (c) Is there any λ > 0 such that Var(XN ) <∞? Justify.
中文翻译. 对指数变量的 Poisson 随机次幂，判断一阶、二阶矩的存在范围并计算期望。

完整解答
条件于 N = n，EXn = Γ(n+ 1) = n!，故

EXN = e−λ
∞∑
n=0

λn

n!
n! =

e−λ

1− λ

当且仅当 0 < λ < 1 有限。二阶矩为 e−λ
∑

n≥0 λ
n(2n)!/n!，相邻项比 λ(2n+2)(2n+1)/(n+1) =

2λ(2n+1) → ∞，故对每个 λ > 0 均发散。因此不存在有限方差的正参数。Tonelli 定理保证非负
项下交换求和与期望合法。

23.2 第 2 题：三角区域上的条件分布（原卷 p.1，10 分）
2025 秋 Q2

English original. Let X,Y be independent U [0, 1] and Z = max{X,Y }. (a) Determine
the distribution of Z conditioned on {X + Y ∈ [0, 1]}. (b) Determine it conditioned on
{X + Y ∈ [1, 2]}.
中文翻译. 在单位正方形的下、上三角区域条件下，求两坐标最大值的分布。
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完整解答
两个条件事件面积均为 1/2。在下三角 A = {x+ y ≤ 1} 上，

FZ|A(z) =



0, z < 0,

2z2, 0 ≤ z ≤ 1/2,

−2z2 + 4z − 1, 1/2 < z ≤ 1,

1, z > 1.

前一段是边长 z 的正方形面积除以 1/2；后一段从该正方形减去直角边 2z − 1 的上三角。对上三
角 B = {x+ y ≥ 1}，z < 1/2 不可能，而

FZ|B(z) =


0, z < 1/2,

(2z − 1)2, 1/2 ≤ z ≤ 1,

1, z > 1.

相应密度分别为 4z, 4(1− z) 与 4(2z − 1)（在分段内部）。

23.3 第 3 题：鞅的严格凸等号情形（原卷 pp.1–2，10 分）
2025 秋 Q3

English original. Let (Xn,Fn) be a martingale. (a) Prove that if (X2
n,Fn) is also a

martingale, then Xm = Xn a.s. for all m,n ∈ N. (b) Prove that if (|Xn|p,Fn) is a
martingale for some p > 1, then (|Xn|q,Fn) is also a martingale for every 1 ≤ q ≤ p.
中文翻译. 证明鞅及其严格凸函数同时为鞅时过程必须退化，并推出较低次幂也为鞅。

完整解答
若 m < n，则 E(XnXm) = E[XmE(Xn | Fm)] = EX2

m，而平方鞅给 EX2
n = EX2

m。所以
E(Xn −Xm)2 = 0，即 Xn = Xm a.s.

对 (b)，条件 Jensen 给

|Xm|p = |E(Xn | Fm)|p ≤ E(|Xn|p | Fm) = |Xm|p.

两边相等；因 x 7→ |x|p 在 p > 1 时严格凸，Jensen 等号条件推出 Xn = Xm a.s.。故 |Xn|q 对所有
q ∈ [1, p] 都逐时相同，当然为鞅。这里不能只说“由 Jensen”，必须使用严格凸函数的等号条件。

145



概率统计复习资料 第二十三章 2025 年秋季概率论与数理统计博士资格考试

23.4 第 5 题：指数 Brownian 鞅的积分（原卷 p.2，10 分）
2025 秋 Q5

English original. Let Bt be standard Brownian motion and Xt = exp(Bt − t/2). (a)
Prove Xt converges a.s. as t→ ∞. (b) For t > 0, calculate E

∫ t
0 Xsds and Var

∫ t
0 Xsds. (c)

Show
∫∞
0 Xtdt <∞ a.s.

中文翻译. 研究指数 Brownian 鞅的几乎处处极限、有限时积分矩与无限时积分可积性。

完整解答
Bt/t → 0 a.s.，故 logXt/t = Bt/t − 1/2 → −1/2，从而 Xt → 0 a.s.（也可用非负鞅收敛定

理）。因 EXs = 1，Tonelli 给 E
∫ t
0 Xsds = t。若 s ≤ u，独立增量给 E(XsXu) = EX2

s = es，故

Var
(∫ t

0
Xsds

)
= 2

∫ t

0
(t− s)(es − 1)ds = 2et − 2t− 2− t2.

最后，由 Bt/t→ 0，几乎每条路径最终满足 Bt ≤ t/4，于是 Xt ≤ e−t/4；有限初段连续、尾部由
可积指数函数控制，故无限积分有限。

23.5 第 6 题：二阶 GOE 的特征值与特征向量（原卷 p.2，15 分）
2025 秋 Q6

English original. Let M =
(

X1 Y
Y X2

)
, where X1, X2 ∼ N(0, 2) and Y ∼ N(0, 1) are

independent. Let λ1 ≥ λ2 be the eigenvalues and v1, v2 corresponding unit eigenvectors.
(a) Find the distribution of λ1 + λ2. (b) Find that of λ1 − λ2. (c) Are λ1, λ2 independent?
(d) Prove the joint distribution of (v1, v2) is invariant under orthogonal transformations.
中文翻译. 求二阶高斯正交系综的迹、谱间距，判断两个有序特征值的独立性，并证明特征
方向的正交不变性。

完整解答
令 A = (X1 +X2)/2、D = (X1 −X2)/2。则 A,D, Y 独立且均为 N(0, 1)，并且

λ1,2 = A±R, R =
√
D2 + Y 2.

故 λ1 + λ2 = 2A ∼ N(0, 4)。R 为 Rayleigh 变量，密度 re−r2/2，所以 G = λ1 − λ2 = 2R 的密度
为 fG(g) =

g
4e

−g2/81{g≥0}。二者不独立，例如

Cov(λ1, λ2) = Var(A)−Var(R) = 1− 4− π

2
=
π − 2

2
6= 0.

矩阵密度正比于 exp{− tr(M2)/4}，故 M
d
= OMOT 对任意正交 O 成立；于是特征方向随之变

为 Ovj，得到不变性。严格地说，单位特征向量有符号歧义；结论对一维特征子空间成立，或在
给每个向量独立随机符号后对有序正交框成立。忽略此符号约定会使题述在形式上不完备。
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23.6 第 7 题：充分统计量上的相合估计（原卷 p.2，10 分）
2025 秋 Q7

English original. Suppose θ̂n is a real-valued consistent estimator of θ based on n ob-
servations, θ ∈ [−1, 1], and Tn is sufficient for θ. Show there exists a consistent estimator
based on Tn.
中文翻译. 证明有界参数若存在相合估计，则也存在仅依赖任一充分统计量的相合估计。

完整解答
先截断 θ̃n = max(−1,min(1, θ̂n))。投影不增加到 θ ∈ [−1, 1] 的距离，故仍相合且一致有界。

定义
δn(Tn) = Eθ(θ̃n | Tn).

由充分性，给定 Tn 的样本条件分布不依赖 θ，所以右端确为同一个仅依赖 Tn 的统计量。又有界
相合推出 L2 相合，条件 Jensen 给

Eθ(δn − θ)2 ≤ Eθ(θ̃n − θ)2 → 0.

因此 δn → θ 依概率。截断步骤不可省略，因为题设没有给原估计的可积性。

23.7 第 8 题：指数分布尾概率的 UMVU（原卷 p.3，15 分）
2025 秋 Q8

English original. Let X1, . . . , Xn be i.i.d. Exp(λ) and ϕ = Prλ(X1 > x) = e−λx. (a)
Find a complete sufficient statistic for λ. (b) Find the UMVUE of ϕ.
中文翻译. 找到指数率参数的完全充分统计量，并对尾概率作 Rao–Blackwell 化得到
UMVU。

完整解答
T =

∑
iXi ∼ Gamma(n, rate λ)。因子分解给充分性，Gamma 全秩一参数指数族的 Laplace

变换唯一性给完备性。1{X1>x} 是 ϕ 的无偏估计。给定 T = t，比例向量服从 Dirichlet(1, . . . , 1)，
所以

E(1{X1>x} | T = t) = Pr(X1/T > x/t | T = t) =
(
1− x

t

)n−1
1{t>x}.

由 Lehmann–Scheffé 定理，这就是唯一 UMVU。参见第 十四 章。
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23.8 第 9 题：Bernoulli 泛函的 UMVU 与可容许性（原卷 p.3，15
分）

2025 秋 Q9

English original. Let Xi
i.i.d.∼ Bernoulli(p), 0 < p < 1. (a) For g(p) = pk + (1 − p)n−k,

0 ≤ k ≤ n, find the BUE (UMVUE). (b) Prove X̄ is admissible for p under loss l(p, a) =
(p− a)2/[p(1− p)].
中文翻译. 求 Bernoulli 参数多项式泛函的最佳无偏估计，并在加权平方损失下证明样本均
值可容许。

完整解答
T =

∑
Xi ∼ Bin(n, p) 是完全充分统计量。利用阶乘矩，

δ(T ) =

(
T
k

)(
n
k

) +

(
n−T
n−k

)(
n

n−k

)
分别无偏估计 pk 与 (1− p)n−k，故其和为 UMVU（约定越界组合数为零）。

对 (b)，R(p, X̄) = Var(X̄)/[p(1− p)] = 1/n。在均匀先验的 Bayes 风险中，损失权重把似然
pT (1 − p)n−T 变为 pT−1(1 − p)n−T−1，其广义 Bayes 动作为 T/n（边界 T = 0, n 由极限得到）。
用 Beta(ε, ε) 正常先验逼近，所得 Bayes 规则趋于 T/n，Bayes 风险差趋于零；Blyth 可容许性
准则遂排除任何处处不劣且某处严格改善的规则。因此 X̄ 可容许。只写“常风险所以 minimax”
不足以推出可容许，必须补充广义 Bayes/Blyth 论证。

23.9 第 10 题：对数正态先验下的端点 MAP（原卷 p.3，10 分）
2025 秋 Q10

English original. Let Xi
i.i.d.∼ U(0, θ), θ > 0, and suppose log θ ∼ N(µ0, σ

2
0). (a) Find

the posterior density of log θ. (b) Define the Bayes estimate of θ as the maximizer of the
posterior density of θ. Find it and determine consistency.
中文翻译. 求均匀端点模型在对数正态先验下的对数参数后验，并区分对 η = log θ 与对 θ

本身取 MAP 的差别。

完整解答
记 M = X(n)、η = log θ。后验关于 η 的密度为

π(η | x) ∝ exp
[
−(η − µ0)

2

2σ20
− nη

]
1{η≥logM},

即 N(µ0 − nσ20, σ
2
0) 在 [logM,∞) 上的截断分布。

题目要求最大化 θ 的后验密度，需计入对数正态先验的 Jacobian 1/θ。无约束众数为 exp{µ0−
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(n+ 1)σ20}，受支持集限制后

θ̂MAP = max
{
M, eµ0−(n+1)σ2

0

}
.

第二项趋于零而 M → θ a.s.，所以估计强相合。把 n+1 写成 n 是混淆两个参数化下 MAP 的常
见错误。

23.10 第 11 题：离散均匀族的 UMP 检验（原卷 p.3，10 分）
2025 秋 Q11

English original. Let Xi be i.i.d. discrete uniform on {1, 2, . . . , θ}, where θ is an unknown
positive integer, and let M = X(n). For known positive integer θ0 and level 0 < α < 1: (a)
for H0 : θ ≤ θ0 versus H1 : θ > θ0, show

ϕ(x) =

1, M > θ0,

α, M ≤ θ0

is randomized UMP of size α. (b) for H0 : θ = θ0 versus H1 : θ 6= θ0, show

ϕ(x) =

1, M > θ0 or M ≤ θ0α
1/n,

0, otherwise

is UMP of size α when θ0α1/n is an integer.
中文翻译. 对支持集随整数参数变化的离散均匀族，证明给定单侧及双侧复合备择的 UMP
检验。

完整解答
充分统计量为 M，似然为 θ−n1{M≤θ}。(a) 在任意 θ ≤ θ0 下 M > θ0 不可能，故尺寸为 α。

对 θ > θ0，功效为
1− (1− α)(θ0/θ)

n.

零假设不可能出现的区域必须全拒绝；在共同支持 M ≤ θ0 上，任一固定备择与边界零假设的似
然比为常数，故剩余水平任意分配具有同样功效，所给检验因而对每个备择均最强。

(b) 令 c = θ0α
1/n ∈ Z。在 θ0 下拒绝概率 Pr(M ≤ c) = (c/θ0)

n = α。对 θ < θ0，最强区域
是尽量小的 M；对 θ > θ0，M > θ0 是零概率区域，同时 M ≤ c 在共同支持上给出剩余最强区
域。因嵌套支持结构使这一区域对每个两侧备择同时最强，故为 UMP。其功效分别为 1（θ ≤ c）、
(c/θ)n（c < θ < θ0）及 1− (θ0/θ)

n + (c/θ)n（θ > θ0）。
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考试范围提醒
Q2 的打印题面与唯一完整解答见 第 7 章的三角阵列 CLT 真题（第 53 页）。

本卷共 11 题，选做 8 题；四题各 15 分，其余各 10 分。以下按原卷顺序完整收录。

24.1 第 1 题：高斯测度的指数倾斜（原卷 p.1，10 分）
2026 春 Q1

English original. Let X = (X1, . . . , Xn)
T be an Rn-valued Gaussian vector under P ,

with mean µ and covariance V . For α ∈ Rn, define Q by

dQ

dP
=

exp(αTX)

EP [exp(αTX)]
.

Show that X is still Gaussian under Q and identify its mean and covariance.
中文翻译. 对高斯向量作线性指数倾斜，证明新测度下仍为高斯并求其参数。

完整解答
高斯矩母函数为 MP (t) = exp(tTµ+ 1

2 t
TV t)。对任意 t ∈ Rn，

MQ(t) = EQe
tTX =

MP (t+ α)

MP (α)
= exp

[
tT (µ+ V α) +

1

2
tTV t

]
.

这是均值 µ+ V α、协方差 V 的高斯矩母函数，故结论成立。证明对奇异 V 也有效；不需要假设
密度存在。

24.2 第 3 题：随机连接面条的环数（原卷 p.2，10 分）
2026 春 Q3

English original. There are 100 noodles, hence 200 free ends. Repeatedly choose two
available free ends uniformly and connect them until none remain. The noodles form
disjoint loops. Compute the expected number of loops.
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中文翻译. 随机配对 100 根面条的 200 个端点，求最终闭环数量的期望。

完整解答
当尚有 m 条开链时共有 2m 个自由端。选定第一个端点后，余下 2m− 1 个端点中恰有一个

属于同一条开链；选中它就闭合一个环，概率为 1/(2m−1)。无论闭合还是连接两条不同开链，操
作后开链数都从 m 减为 m− 1。由指示变量线性性，

EL =

100∑
m=1

1

2m− 1
.

各阶段是否闭环并不独立，但期望计算不需要独立性。

24.3 第 4 题：Brownian 指数积分的 Laplace 原理（原卷 p.2，10 分）
2026 春 Q4

English original. Let Bt be standard Brownian motion. Find and prove the distributional
limit of [∫ T 2

0
exp(Bt) dt

]1/T
as T → ∞,

and write the answer as a function of a standard normal distribution.
中文翻译. 求长时间 Brownian 指数积分取 T 次根后的极限分布。

完整解答
Brownian 缩放给 {BT 2s/T : 0 ≤ s ≤ 1} d

= {Bs : 0 ≤ s ≤ 1}，所以对数除以 T 与

2 logT
T

+
1

T
log
∫ 1

0
eTBs ds

同分布。对任意连续函数 w，Laplace 原理 T−1 log
∫ 1
0 e

Tw(s)ds→ maxs≤1w(s)：上界由积分不超过
eT maxw，下界由最大点附近的正长度区间得到。故连续映射定理给原变量收敛到 exp(sups≤1Bs)。
反射原理给 sups≤1Bs

d
= |Z|，Z ∼ N(0, 1)，最终

[∫ T 2

0
eBtdt

]1/T
d−→ e|Z|.
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24.4 第 5 题：Galton–Watson 过程基础（原卷 p.2，10 分）
2026 春 Q5

English original. For a Galton–Watson process Z0 = 1, Zn+1 =
∑Zn

j=1X(j, n), let
offspring mean be m <∞, probabilities pk, with p0 > 0, p0 + p1 < 1, and pgf f(s) = EsX .
Let Fn = σ(Z0, . . . , Zn). (a) Compute E(Zn+1 | Fn), EZn, E(sZn+1 | Fn) and EsZn . (b)
Determine the number of solutions of f(s) = s on [0, 1]. (c) For τ = inf{n ≥ 1 : Zn = 0},
compute Pr(τ <∞) as a function of the smallest fixed point q.
中文翻译. 计算分枝过程的条件矩与概率母函数迭代，分析不动点并求灭绝概率。

完整解答
条件于 Zn，下一代是 Zn 个独立子代数之和，故

E(Zn+1 | Fn) = mZn, EZn = mn,

E(sZn+1 | Fn) = f(s)Zn , EsZn = f◦n(s).

令 g = f − s。假设保证 f 严格凸，g(0) = p0 > 0、g(1) = 0、g′(1) = m − 1。若 m ≤ 1，严
格凸性给 [0, 1) 上 g > 0，只有固定点 1；若 m > 1，恰有两个固定点 q ∈ (0, 1) 与 1。最后
Pr(Zn = 0) = f◦n(0) ↑ q，而一旦为零即永远为零，故

Pr(τ <∞) = q.

24.5 第 6 题：分枝树继承性质与渗流临界值（原卷 pp.2–3，15 分）
2026 春 Q6

English original. A rooted-tree property is inherited if it holds for every finite tree and,
whenever it holds for a tree, it holds for every child-rooted subtree. (a) For a Galton–
Watson tree T , prove that conditioned on non-extinction, an inherited property A has
probability 0 or 1. (Hint: use s ≤ f(s) implies s ∈ [0, q] ∪ {1}.) (b) If the offspring mean
m > 1, perform independent bond percolation with density p and define

pc(T ) = sup{p : Pr
p
(|C0| = ∞ | T ) = 0}.

Compute pc(T ) conditioned on non-extinction.
中文翻译. 证明分枝树继承事件在存活条件下的零一律，并求超临界 Galton–Watson 树的
根簇渗流临界概率。

完整解答
记 s = Pr(T ∈ A)。所有有限树属于 A，故灭绝事件包含于 A，于是 s ≥ q。若整树有 A，则

根的每棵子树都有 A；条件于子代数并用子树独立同分布，得 s ≤ EsX = f(s)。提示中的凸性结
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论给 s ∈ [0, q] ∪ {1}，结合 s ≥ q 可知 s = q 或 1。故

Pr(A | non-extinction) = s− q

1− q
∈ {0, 1}.

对固定 p，开放根簇在退火分布下是子代经 Bernoulli(p) 稀疏后的分枝过程，均值为 pm，故
其存活概率在 pm ≤ 1 时为零，在 pm > 1 时为正。事件“给定树后开放簇存活概率为零”是继
承性质；利用上面的零一律并先对有理 p 同时取概率一事件，再用关于 p 的单调性，得到在原树
存活条件下

pc(T ) = 1/m a.s.

24.6 第 7 题：变换指数族的 MLR 与 UMP（原卷 p.3，10 分）
2026 春 Q7

English original. Let Xi be i.i.d. with density f(x; θ) = (2θ
√
x)−1e−

√
x/θ1{x>0}, θ > 0.

(a) Show the family has a monotone likelihood ratio in a statistic T . (b) Find a size-α
UMP test for H0 : θ ≥ 1 versus H1 : θ < 1/2, with an explicit rejection region.
中文翻译. 通过平方根变换识别指数尺度族，证明单调似然比并构造复合单侧 UMP 检验。

完整解答
令 Yi =

√
Xi，Jacobian 给 Yi 密度 θ−1e−y/θ，故 T =

∑
i

√
Xi 且似然正比于 θ−ne−T/θ。对

θ2 > θ1，似然比 L(θ2)/L(θ1) 随 T 严格递增，因此有 MLR。
小 θ 使 T 偏小，故拒绝域为 T ≤ cα。在零假设 θ ≥ 1 中拒绝概率在边界 θ = 1 最大，而

2T/θ ∼ χ2
2n，所以

拒绝H0 ⇐⇒ 2
n∑

i=1

√
Xi ≤ χ2

2n,α.

Karlin–Rubin 定理给 UMP；备择写成 θ < 1/2 不改变最强方向。

24.7 第 8 题：离散分布的样本分位数相合性（原卷 p.3，15 分）
2026 春 Q8

English original. Let Xi
i.i.d.∼ Bernoulli(θ) and ξ̂p = inf{x : Fn(x) ≥ p}. (a) Does ξ̂p

converge in probability to the population quantile ξp for every 0 < p < 1? Prove. (b) Can
a non-degenerate discrete distribution have ξ̂p → ξp in probability for all 0 < p < 1? Prove.
中文翻译. 检查样本分位数在分布函数跳点处的相合性，并推广到一般非退化离散分布。

完整解答
Bernoulli 分布满足 ξp = 0 当 p ≤ 1 − θ，否则为 1；样本分位数为零当且仅当 p ≤ 1 − X̄n。
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若 p 6= 1− θ，大数律给相合；但在 p = 1− θ，

Pr(ξ̂p = 0) = Pr(X̄n ≤ θ) → 1

2

（由 CLT；格点处的原子质量趋零），而总体分位数为 0，故不相合。
一般非退化离散分布必存在 x 使 0 < F (x) < 1 且 Pr(X = x) > 0。取 p = F (x)，则 ξp ≤ x，

而经验比例 Fn(x) 以均值 p 波动，Pr(Fn(x) < p) → 1/2；在该事件上样本分位数严格大于 x。故
不可能对全部 p 都相合。

24.8 第 9 题：两点先验的 Bayes 与 minimax 规则（原卷 p.3，10 分）
2026 春 Q9

English original. Let Y | µ ∼ N(µ, 1) and π(µ) = 0.51{µ=−1} + 0.51{µ=1}. The action
space is {−1, 1}. (a) Find the posterior and Bayes rule under absolute loss. (b) Is the rule
minimax? Justify.
中文翻译. 在正态观测与对称两点先验下求绝对损失 Bayes分类规则，并验证 minimax性。

完整解答
后验优势比为

Pr(µ = 1 | y)
Pr(µ = −1 | y)

= exp
{
−(y − 1)2

2
+

(y + 1)2

2

}
= e2y.

故 Pr(µ = 1 | y) = e2y/(1 + e2y)。绝对损失下选后验中位数，因而 δ(y) = 1 当 y ≥ 0，否则 −1

（y = 0 任取）。在 µ = 1 下风险为 2Pr1(Y < 0) = 2Φ(−1)；在 µ = −1 下由对称性相同。该规则
风险在参数空间上常数，且其均匀先验 Bayes 风险等于最大风险，所以 Bayes 下界与最大风险相
等，故为 minimax。

24.9 第 10 题：Poisson 平方均值参数的 UMVU 与 MLE（原卷 p.4，
10 分）

2026 春 Q10

English original. Let Xi be i.i.d. Poisson(
√
λ), λ > 0. (a) Find the BUE (UMVUE) λ̃

for λ. (b) If λ̂ is the MLE, show
√
n(λ̃− λ̂) → 0 in probability.

中文翻译. 对 Poisson 均值的平方参数求 UMVU，并证明它与不变 MLE 在根 n 尺度渐近

等价。

完整解答
令 T =

∑
iXi ∼ Poisson(n

√
λ)，它是完全充分统计量。因 E[T (T − 1)] = (n

√
λ)2，

λ̃ =
T (T − 1)

n2
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无偏且为 UMVU。MLE 不变性给 λ̂ = (T/n)2，于是
√
n(λ̃− λ̂) = − T

n3/2
P−→ 0,

因为 T/n
P−→

√
λ。这里的差异是精确的 −T/n2，无需作 Taylor 展开。

24.10 第 11 题：偏斜正态模型（原卷 p.4，15 分）
2026 春 Q11

English original. Let Y = σ(ρ|U | +
√
1− ρ2V ), where U, V are independent N(0, 1),

ρ ∈ (−1, 1) and σ > 0. (a) Show

f(y | ρ, σ) = a√
2πσ2

e−y2/(2σ2)Φ

(
ρy

bσ
√
1− ρ2

)

and find positive a, b. (b) For i.i.d. observations, does an MLE in (−1, 1)× (0,∞) always
exist? (c) For H0 : ρ = 0 versus ρ 6= 0, find c such that rejection by

√
n|Ȳ |/sY > c has size

0.05.
中文翻译. 推导偏斜正态密度，分析开放参数空间上的 MLE 存在性，并在对称零假设下给
出精确 t 检验临界值。

完整解答
标准偏斜正态的条件积分给

f(y | ρ, σ) = 2

σ
ϕ(y/σ)Φ

(
ρy

σ
√
1− ρ2

)
,

故 a = 2, b = 1。可由对 (|U |, V ) 作线性变换并对半正态变量积分直接验证。
MLE 不总存在。例如所有 yi > 0 时，对固定 σ，每个 Φ 因子随 ρ 严格增加，似然上确界在

ρ ↑ 1 的边界取得，而参数空间不含 1；所有观测为正的事件具有正概率。因此不能声称总有内部
最大值（全负样本类似趋于 −1）。

在 H0 下 Y = σV ∼ N(0, σ2)。若 s2Y = (n− 1)−1
∑

(Yi − Ȳ )2，则 √
nȲ /sY ∼ tn−1，所以

c = tn−1,0.975.

若采用分母为 n 的样本标准差，临界值需相应乘以 √
n/(n− 1)；原题未明示约定，答案必须说

明。
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