
计算与应用数学 模拟资格考试 01 参考解答

Mock Qualifying Examination 01

参考解答与评分要点

Problems 1–5 共 80 分；Problems 6–7 二选一，计 20 分。以下解答中的评分拆分只用于阅卷，不

构成题面对解法的提示。

Problem 1 [10 points]

记 ek = xk − α，并写

ϕ(α+ e)− α = qe+ ce2 +O(e3), c =
1

2
ϕ′′(α).

连续代入一次得

ek+1 = qek + ce2k +O(e3k),

以及

ek+2 = q2ek + cq(1 + q)e2k +O(e3k).

因此

ek+1 − ek = (q − 1)ek + ce2k +O(e3k),

ek+2 − 2ek+1 + ek = (q − 1)2ek + c(q2 + q − 2)e2k +O(e3k).

由题设 ek ̸= 0。由于 q ̸= 1，最后一式与 (q − 1)2ek 渐近等价，故分母对充分大的 k 非零。

将上述展开代入 yk，或对商作二阶展开，得到

yk − α =
cq

q − 1
e2k +O(e3k).

所以

lim
k→∞

yk − α

(xk − α)2
=

qϕ′′(α)

2(q − 1)
.

即使该常数为零，所求极限仍为零；此时实际消去阶可能更高。

评分要点（10 分） 误差的两次迭代展开 4 分；分母最终非零的论证 2 分；商展开及极限 4 分。

Problem 2 [20 points]

设

Q(z) = 1 + q1z + q2z
2, P (z) = 1 + p1z + p2z

2.

将 ez = 1 + z + z2/2 + z3/6 + z4/24 +O(z5) 代入。三、四次项必须消失，因此

1

6
+
q1
2

+ q2 = 0,
1

24
+
q1
6

+
q2
2

= 0.

解得

q1 = −1

2
, qquadq2 =

1

12
.
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一次、二次项再给出

p1 = 1 + q1 =
1

2
, qquadp2 =

1

2
+ q1 + q2 =

1

12
.

故满足条件的归一化解唯一，且

R(z) =
1 + z/2 + z2/12

1− z/2 + z2/12
.

分母的两个零点为

z = 3± i
√
3,

均在开右半平面，因而闭左半平面无极点。

记 D(z) = 1− z/2 + z2/12，则分子为 D(−z)。直接展开模平方可得

|D(z)|2 − |D(−z)|2 = −2Re z

(
1 +

|z|2

12

)
.

当 Re z ≤ 0 时右端非负，所以

|R(z)| = |D(−z)|
|D(z)|

≤ 1.

因此该稳定函数覆盖整个闭左半平面，也就是 A-stable。

另一方面，沿负实轴令 z → −∞，分子分母最高次项相同，故

R(z) −→ 1 .

因此它不是 L-stable：解析解中衰减极快的 stiff modes，在一步离散中并不会随着 |z| → ∞ 被强烈
压到零，而会留下接近单位模的数值成分。

评分要点（20 分） 系数匹配与唯一性 7 分；极点位置 3 分；左半平面模估计 6 分；负实轴极限

和 stiff-decay 解释 4 分。

Problem 3 [20 points]

GMRES 的残差多项式表述为

∥rk∥2 = min
p∈Pk, p(0)=1

∥p(A)en∥2 .

把多项式在 z = 1 展开：

p(z) =

k∑
j=0

cj(z − 1)j .

约束 p(0) = 1 等价于
k∑

j=0

(−1)jcj = 1.

当 k < n 时，向量 en, en−1, . . . , en−k 正交，且

p(A)en =

k∑
j=0

cjM
jen−j .
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因此问题变成

min
k∑

j=0

c2jM
2j s.t.

k∑
j=0

(−1)jcj = 1.

令 dj =M jcj。由 Cauchy–Schwarz，

1 =

 k∑
j=0

(−1)jM−jdj

2

≤

 k∑
j=0

M−2j

 k∑
j=0

d2j

 .

取 dj 与 (−1)jM−j 成比例可达等号。因 ∥r0∥2 = 1，故

∥rk∥2
∥r0∥2

=

 k∑
j=0

M−2j

−1/2

, 0 ≤ k < n.

又 Jn
n = 0，所以取满足 p(0) = 1 的

p(z) = (1− z)n

便有 p(A)en = (−MJn)
nen = 0。相对最小多项式次数正是 n，故 GMRES 在第 n 步首次保证精确

终止。

A 的全部特征值都等于 1，但当 M ≫ 1 且 k < n 时 k∑
j=0

M−2j

−1/2

= 1−O(M−2),

残差几乎不下降。这里决定行为的是强 nonnormality 以及多项式作用于 Jordan 链的方式，而不是

特征值集合本身。

评分要点（20 分） 残差多项式和正交链表示 7分；加权最小化与精确残差 7分；终止步数 3分；

谱直觉失效的解释 3 分。

Problem 4 [15 points]

记 Ah = Dxx、Bh = Dyy。它们作用在不同坐标方向，因而可交换。展开格式得

Um+1 − Um

τ
=

1

2
(Ah +Bh)(U

m+1 + Um)− τ

4
AhBh(U

m+1 − Um).

对光滑精确解，最后一项为 O(τ2)；中心二阶差分给 Ah+Bh = ∆+O(h2x+h
2
y)。因此归一化 local

truncation error 为

O(τ2 + h2x + h2y),

格式时间二阶、空间二阶。

对周期 Fourier mode，写

Ah 7→ −α, qquadBh 7→ −β, α, β ≥ 0.

3



计算与应用数学 模拟资格考试 01 参考解答

增长因子为

G(α, β) =
1− τα/2

1 + τα/2

1− τβ/2

1 + τβ/2
.

每个因子的模都不超过 1，故 |G| ≤ 1，且该结论对任意正的 τ, hx, hy 成立。由 Parseval 恒等式，∥∥Um+1
∥∥
2
≤ ∥Um∥2 ;

这是无条件 ℓ2 稳定性。应注意，无条件稳定并不保证大时间步下仍有好的高频精度。

实现时先计算右端的两个一维算子，然后依次解(
I − τ

2
Ah

)
V = right-hand side,

(
I − τ

2
Bh

)
Um+1 = V.

每一步是一批相互独立的一维三对角（周期时为 cyclic tridiagonal）线性系统。采用标准线性复杂

度算法，总成本为 O(NxNy)，存储量也为 O(NxNy)；不需要形成或分解二维稠密矩阵。

评分要点（15 分） 一致性展开及阶数 5 分；增长因子和无条件稳定性 6 分；line solves 与复杂

度 4 分。

Problem 5 [15 points]

取正交谱分解

A = QΛQT , Λ = diag(a1, . . . , as).

由题目中正半定平方根的定义，

|A| = Q|Λ|QT , |Λ| = diag(|a1|, . . . , |as|).

令 W = QTU。第 ℓ 个分量独立满足

wm+1
ℓ,j = wm

ℓ,j −
νaℓ
2

(wm
ℓ,j+1 − wm

ℓ,j−1)

+
ν|aℓ|
2

(wm
ℓ,j+1 − 2wm

ℓ,j + wm
ℓ,j−1).

若 aℓ > 0，上式化为

wm+1
ℓ,j = (1− νaℓ)w

m
ℓ,j + νaℓw

m
ℓ,j−1;

若 aℓ < 0，则化为

wm+1
ℓ,j = (1− ν|aℓ|)wm

ℓ,j + ν|aℓ|wm
ℓ,j+1.

因此每个 wave family 都从其上游方向取值；aℓ = 0 的分量保持不变。

令 ρℓ = ν|aℓ|。一个 Fourier mode 的增长因子（正负速度只差复共轭）为

Gℓ(θ) = 1− ρℓ(1− e−iθ).

计算得

|Gℓ(θ)|2 = 1− 2ρℓ(1− ρℓ)(1− cos θ).
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故对所有 θ 有 |Gℓ(θ)| ≤ 1 当且仅当 0 ≤ ρℓ ≤ 1。若 ρℓ > 1，取 θ = π 即得模大于 1。正交变换保

持离散 ℓ2 范数，所以整个系统的必要充分稳定条件是

νmax
ℓ

|aℓ| ≤ 1 .

对标量迎风格式作 Taylor 展开，并用 wt = −aℓwx 消去时间导数，得到 modified equation

wℓ,t + aℓwℓ,x =
|aℓ|h
2

(1− ν|aℓ|)wℓ,xx +O(h2),

这里取固定 Courant ratio ν。因此 leading numerical diffusion 为

|aℓ|h
2

(1− ν|aℓ|).

在稳定端点 νmaxℓ |aℓ| = 1，每个满足 |aℓ| = maxr |ar| 的 wave family 扩散系数均为零，其更新恰

好是每个时间步沿正确方向平移一个网格点；较慢的 families 通常仍有正的数值扩散。

评分要点（15 分） 识别并解耦 wave families 4 分；必要充分稳定条件 5 分；迎风方向 2 分；

leading diffusion 与端点精确平移 4 分。

Problem 6 [20 points]

记

ψa(x) =
a

2
x2 − 1

4
x4.

若 a < 0，x = 0 是区间内唯一最大点，ψa(0) = 0 且 ψ′′
a(0) = a < 0。局部 Gaussian 尺度为

x = O(λ−1/2)，故

I(λ; a) ∼

√
2π

λ|a|
, a < 0.

若 a > 0，x = 0 是局部最小点，两个全局最大点为 x = ±
√
a。它们位于 (−1, 1)，并满足

ψa(±
√
a) =

a2

4
, ψ′′

a(±
√
a) = −2a.

两点贡献相同，因此

I(λ; a) ∼ 2eλa
2/4

√
π

λa
, a > 0.

端点的指数值比 a2/4 小 (1− a)2/4，故对固定 0 < a < 1 不贡献主项。

若 a = 0，二次项消失。令 x = λ−1/4t，则

I(λ; 0) = λ−1/4

∫ λ1/4

−λ1/4

e−t4/4 dt

∼ λ−1/4

∫ ∞

−∞
e−t4/4 dt =

Γ(1/4)√
2

λ−1/4.

即

I(λ; 0) ∼ Γ(1/4)√
2

λ−1/4 .
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固定 a ̸= 0 的公式在 a → 0 时分别含 |a|−1/2 或发生主导点分裂，所以不可能在 a = 0 附近一

致。用退化点尺度 x = λ−1/4t 代入指数：

λψa(x) =
aλ1/2

2
t2 − 1

4
t4.

二次项和四次项同阶当且仅当 aλ1/2 = O(1)。因此 transition scale 为

a = O(λ−1/2) .

评分要点（20 分） a < 0 的主项 4 分；a > 0 的两点贡献及常数 6 分；a = 0 的四次退化尺度与

常数 6 分；非一致性和 transition scale 4 分。

Problem 7 [20 points]

H ≻ 0 保证原约束问题在非空 affine set 上有唯一解；A 满行秩保证乘子唯一。罚函数的 Hes-

sian 为

Kµ = H + µATA ≻ 0,

所以 xµ 也唯一，并满足

Hxµ − c+ATλµ = 0, λµ = µ(Axµ − b).

定义

S = AH−1AT .

由于 A 满行秩且 H ≻ 0，S ≻ 0。从两组 stationarity equations 相减可得

xµ − x⋆ = −H−1AT (λµ − λ⋆).

再作用 A，并用 Ax⋆ = b 以及 Axµ − b = λµ/µ，得到

(S + µ−1I)λµ = Sλ⋆.

于是

λµ − λ⋆ = −µ−1(S + µ−1I)−1λ⋆.

特别地，

∥λµ − λ⋆∥2 ≤
∥λ⋆∥2

µλmin(S)
,

∥xµ − x⋆∥2 ≤
∥∥H−1AT

∥∥
2
∥λ⋆∥2

µλmin(S)
,

∥Axµ − b∥2 =
∥λµ∥2
µ

≤
∥λ⋆∥2
µ

.

最后一个不等式利用了 S(S + µ−1I)−1 的特征值都在 (0, 1)。这证明 primal variable、multiplier 和

feasibility residual 都至少以 O(µ−1) 收敛；若相应首项非零，这也是实际的一阶渐近量级。

下面估计 Kµ 的 condition number。上界为

κ2(Kµ) ≤
λmax(H) + µσmax(A)

2

λmin(H)
= O(µ).
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因为 m < n，存在单位向量 z ∈ kerA，从而

λmin(Kµ) ≤ zTHz ≤ λmax(H).

另一方面，在 A 的最大右奇异向量方向上，

λmax(Kµ) ≥ µσmax(A)
2.

所以

κ2(Kµ) ≥
µσmax(A)

2

λmax(H)
.

综上，

κ2(H + µATA) = Θ(µ) .

增大 µ使罚函数解以 O(µ−1)逼近精确约束解，却同时使线性系统以 Θ(µ)变坏；这正是 quadratic

penalty 的精度–条件数权衡。

评分要点（20 分） 唯一性和最优性方程 3 分；S 的消元表示 6 分；定量收敛界 5 分；条件数上

下界 4 分；trade-off 解释 2 分。
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