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使用说明

本书先建立误差、条件数、稳定性与收敛语言，再进入七个算法模块。所有稳定性结论都必须
指明方程、离散格式、范数和网格族；所有收敛率都必须说明光滑性、步长和起始误差条件。2026
春 Q2(c) 按打印题面保留，并明确标记原命题不成立及给出反例。

考试范围提醒
数值 PDE当前培训主线与历史真题范围分开标注。谱方法、有限元、三阶色散和完整 Pois-
son 等历史题不冒充最新培训核心，但其正式题仍保留完整解答。
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第一章 数值分析的共同语言

学习目标
本章统一后续各模块反复使用的语言。读者应能区分数据误差、舍入误差与截断误差；计

算前向/后向条件数；解释“问题病态”和“算法不稳定”的差别；并针对线性代数、ODE、
PDE 三类语境分别写清 consistency、stability 和 convergence。

1.1 从精确问题到实际输出
把数学问题写成映射

F : X → Y , y = F (x).

计算机实际拿到的是扰动数据 x̃，算法在有限精度下输出 ŷ。总误差至少有三层：
1. 数据误差： x̃− x；

2. 离散/截断误差：连续问题被有限维近似时产生；

3. 舍入与算法误差：浮点执行没有精确实现所写算式。

定义 1.1 (前向与后向误差). 前向误差比较输出与精确答案：

forward error = ‖ŷ − F (x)‖ .

后向误差寻找最小输入扰动，使计算结果成为扰动问题的精确解：

ηback = inf{‖∆x‖ : ŷ = F (x+∆x)}.

相对误差把分母换成 ‖F (x)‖ 或 ‖x‖，但分母接近零时应改用绝对误差或混合尺度。

后向稳定算法的含义是：它精确解了一个与原问题很接近的问题。它不保证前向误差小；若
问题本身病态，小的输入后向误差也会被放大。

例题 1.1 (求根的前向/后向视角). 计算 f(x) = 0 得近似根 x̂。前向误差是 |x̂− x∗|，但需要知道
真根。残量 |f(x̂)| 可解释为把方程右端从 0 扰动成 f(x̂) 的后向误差。若 f ′(x∗) 很小，

x̂− x∗ ≈ f(x̂)

f ′(x∗)
,

残量很小仍可能对应很大的前向误差。
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计算与应用数学复习资料 第一章 数值分析的共同语言

1.2 条件数：问题对数据的敏感性
定义 1.2 (局部绝对与相对条件数). 若 F : Rn → Rm 在 x 可微，则在给定范数下

κabs(x) = ‖DF (x)‖ , κrel(x) =
‖DF (x)‖ ‖x‖

‖F (x)‖
,

后式要求分母非零。更精确的方向条件数是 ‖DF (x)∆x‖ / ‖∆x‖，它依赖扰动方向。

证明路线 由一阶展开

F (x+∆x)− F (x) = DF (x)∆x+ o(‖∆x‖),

取上确界便得到局部绝对放大因子；再除以输入、输出尺度得到相对条件数。

例题 1.2 (标量函数的缩放). 对 F (x) = xp、x 6= 0，

κrel(x) =
|pxp−1||x|

|x|p
= |p|.

而 F (x) = x− c 的相对条件数为 |x|/|x− c|，当 x ≈ c 时巨大。这解释了相近数相减的结果为何
对输入相对扰动敏感；并非所有“消去”都由算法造成，问题的相对尺度本身也可能病态。

1.2.1 线性方程的条件数
对非奇异 Ax = b，固定 A 只扰动 b：

A∆x = ∆b,
‖∆x‖
‖x‖

≤
∥∥A−1

∥∥ ‖∆b‖
‖b‖

‖b‖
‖x‖

≤ κ(A)
‖∆b‖
‖b‖

,

其中
κ(A) = ‖A‖

∥∥A−1
∥∥ .

在 2-范数下 κ2(A) = σmax(A)/σmin(A)。若 σmin 很小，某些右端方向会被大幅放大。
若 A 也扰动，设 (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b。忽略二阶项，

A∆x ≈ ∆b−∆Ax,

故相对误差同时受 ‖∆b‖ / ‖b‖ 与 ‖∆A‖ / ‖A‖ 控制；严格界还需 ∥∥A−1∆A
∥∥ < 1 以保证扰动矩阵

仍可逆。

定理 1.1 (残量到前向误差). 令 A 非奇异，x̂ 的残量 r = b−Ax̂。则

‖x− x̂‖
‖x‖

≤ κ(A)
‖r‖
‖b‖

.

证明. A(x− x̂) = r，故 ‖x− x̂‖ ≤
∥∥A−1

∥∥ ‖r‖；同时 ‖b‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖。两式相乘即得。
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计算与应用数学复习资料 第一章 数值分析的共同语言

1.3 浮点模型与舍入传播
设基数为 β、有效位数为 t。忽略上溢/下溢时，正确舍入满足

fl(x) = x(1 + δ), |δ| ≤ u,

其中 u 为 unit roundoff。对基本运算 ◦ ∈ {+,−,×, /}，常用模型为

fl(x ◦ y) = (x ◦ y)(1 + δ), |δ| ≤ u,

前提是精确结果在正常浮点范围内。
连续 n 次乘法中的误差可收拢为

n∏
i=1

(1 + δi) = 1 + θn, |θn| ≤ γn :=
nu

1− nu
,

条件是 nu < 1。证明用 ∏
(1 + |δi|) ≤ (1 + u)n 再比较几何级数；γn 记号比粗写 O(nu) 更便于跟

踪常数。

例题 1.3 (灾难性消去与稳定改写). 当 x 很小时，直接计算
√
1 + x− 1

会相减两个接近数。代数有理化得
√
1 + x− 1 =

x√
1 + x+ 1

,

右式避免丢失有效数字。两式在实数算术中等价，但浮点误差传播不同。

例题 1.4 (二次方程的小根). 若 b > 0、b2 � 4ac，公式

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a

含严重消去。先稳定计算大根
x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
,

再用 x1 = c/(ax2)。若 b < 0 则选择相反符号。稳定实现必须根据符号避免相减近数，而不是机
械使用同一个公式。

易错点
“出现相减”不等于算法必然不稳定。关键是相减结果的尺度、输入误差与后续放大。例如

计算本来就很小的物理差量时，相对条件数可能天然很大；算法分析必须把问题条件性和

浮点实现分开。
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计算与应用数学复习资料 第一章 数值分析的共同语言

1.4 稳定性与收敛：同名词的三个语境
1.4.1 线性代数：后向稳定

直接法常以
(A+∆A)x̂ = b+∆b

为稳定性证书。若 ‖∆A‖ / ‖A‖、‖∆b‖ / ‖b‖ = O(u)，称算法后向稳定。结合条件数才得到前向误
差

‖x̂− x‖
‖x‖

≲ κ(A)u.

1.4.2 ODE：零稳定与误差传播
线性多步法的 consistency 是局部截断误差趋零；zero-stability 是齐次误差递推对启动扰动

的幂有界性；两者共同推出固定时间区间上的 convergence。绝对稳定则是测试方程 y′ = λy 上对
特定 z = hλ 的衰减性质，与 zero-stability 不是同一概念。

1.4.3 PDE：一致性、稳定性与 Lax 等价
对线性适定初值问题，离散算子 Lh 的 consistency 表示把光滑真解代入后残量趋零；stability

表示离散解算子在所选范数下对数据/强迫一致有界；convergence 表示数值解趋于真解。在线性
适定框架和合适一致性条件下，Lax 等价定理给

consistency + stability ⇐⇒ convergence.

非线性、非适定或范数不匹配时不能无条件套用。

答题方法
遇到“证明算法收敛”先问四件事：

1. 精确对象是什么：方程解、积分值、特征子空间还是最优点？

2. 局部残量采用什么归一化？

3. 扰动传播在哪个范数、哪个时间区间控制？

4. 常数是否独立于网格、步长和迭代次数？

只有把四项写清，O(hp) 或“稳定”才是可核验命题。

课程母题：条件数与稳定算法辨析
设 F (x) = 1/(1 − x)，在 x = 0.99 附近计算相对条件数。再比较直接计算 (1 − cosx)/x2

与改写
2 sin2(x/2)

x2

在 x→ 0 时的浮点表现。
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完整解答（独立核验稿） 第一问

κrel(x) =
|F ′(x)||x|
|F (x)|

=
|x|

|1− x|
= 99,

说明输入相对误差可被放大约两位数量级。第二问的数学函数在零附近趋于 1/2，问题本身良态；
直接式中的 1− cosx 会消去，而正弦平方改写避免相近数相减，因此差异来自算法表达而非问题
条件性。

自测

1. 推导 F (x) = logx 的绝对和相对条件数，并讨论 x→ 1。

2. 若残量很小但 κ(A) 很大，能否保证线性方程前向误差小？

3. 证明 |θn| ≤ γn 的乘积误差引理。

4. 分别给出 zero-stability 与 absolute stability 的一句严格定义。

5. 解释为什么 PDE 稳定性必须写明范数和边界处理。

本节结论
数值分析的基本链条是

后向误差
问题条件数−−−−−−→前向误差, 局部残量

稳定传播−−−−−→全局误差.

条件数描述问题，稳定性描述算法；把两者混为一谈会使后续每个模块的证明失去逻辑支

点。

1.5 非线性问题的绝对与相对条件数
设标量问题为 y = f(x)。小扰动下

∆y = f ′(x)∆x+ o(|∆x|).

绝对条件数为
κabs(x) = |f ′(x)|,

在 x 6= 0, f(x) 6= 0 时，相对条件数为

κrel(x) =

∣∣∣∣xf ′(x)f(x)

∣∣∣∣ .
它们是问题本身的局部敏感性，不取决于用何种算法计算 f(x)。

例题 1.5. f(x) =
√
x 在 x > 0 上

κabs(x) =
1

2
√
x
, κrel(x) =

1

2
.
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靠近零时绝对敏感性变大，但相对敏感性保持常数。若题目不说明误差尺度，只说“条件数很大”
可能没有意义。

例题 1.6 (根对系数的敏感性). 令 p(r;α) = r2 − 2r + α，根

r± = 1±
√
1− α.

当 α ↑ 1 时， ∣∣∣∣∂r±∂α
∣∣∣∣ = 1

2
√
1− α

→ ∞.

重根附近根对系数扰动高度敏感；即使求根算法后向稳定，前向根误差仍可能很大。

1.6 后向稳定如何与条件数合成前向误差
若算法输出 ŷ = f(x+∆x)，且

‖∆x‖
‖x‖

≤ c u+O(u2),

则算法后向稳定。若问题在 x 附近可微，前向相对误差近似满足

‖ŷ − y‖
‖y‖

≲ κrel(x) c u.

因此“后向稳定”并不承诺前向误差接近机器精度；它承诺算法像是在稍有扰动的数据上精确求
解。前向误差还要乘问题条件数。

1.7 消去误差与等价公式重写
当 x 很小时，

√
1 + x− 1

由两个接近的数相减，直接计算会丢失有效位。乘共轭得到
√
1 + x− 1 =

x√
1 + x+ 1

,

右侧避免相消。类似地，对大正 x，二次方程

x2 + bx+ c = 0

不能总用同一符号直接计算两个根；先稳定求一个根，再用根积 r1r2 = c 得另一个常更可靠。

易错点
代数等价不等于浮点等价。分析稳定公式时，逐个标出舍入发生在哪个运算，再判断是否

存在近数相减、上溢、下溢或误差放大。
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1.8 三种稳定性的可执行对照

场景 一致性/局部误差 稳定性 收敛结论
线性代数 通常不使用“一致性” 后向误差小或扰动增

长受控
前向误差由条件
数合成

ODE 多步法 局部截断误差趋零 根条件/零稳定 相容加零稳定推
出全局收敛

线性 PDE 差分 离散算子逼近连续算
子

网格范数下一致有界 适定线性问题中
Lax 等价

答题方法
任何误差题先写四行：精确输入与精确输出；扰动输入与算法输出；采用绝对还是相对尺

度；结论属于条件性、稳定性还是收敛性。把名词归类后再估计。

自测

1. 计算 f(x) = ex 的绝对与相对条件数。

2. 构造一个后向稳定但前向误差可能很大的病态问题。

3. 为什么
√
1 + x− 1 的有理化形式数值上更稳定？

4. 对比 ODE 零稳定与 PDE Fourier 稳定的对象。

8



第二章 插值、逼近与数值积分

学习目标
本章从“用有限信息恢复函数”出发，建立插值存在唯一性、余项、节点选择、Hermite 与
样条、正交投影和最佳逼近，再把相同多项式结构用于 Newton–Cotes 与 Gauss 求积。读
者应能完整证明插值余项、Chebyshev 极小性质和 Gauss 精度上限，并完成三道历年综合
题。

2.1 Lagrange 与 Newton 插值
给定互异节点 x0, . . . , xn 和函数值 fi，插值问题寻找 p ∈ Pn 使 p(xi) = fi。

定理 2.1 (插值存在唯一性). 互异 n+ 1 节点上的次数不超过 n 的插值多项式存在且唯一，并可
写为

pn(x) =
n∑

i=0

fiℓi(x), ℓi(x) =
∏
j ̸=i

x− xj
xi − xj

.

证明. ℓi(xj) = δij，故上式存在。若 p, q ∈ Pn 都插值，则 p− q 有 n+ 1 个互异零点，只能恒为
零。

Lagrange 形式适合证明，Newton 形式适合增量计算：

pn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn]
n−1∏
j=0

(x− xj).

均差递推为
f [xi, . . . , xi+k] =

f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
.

增加一个节点时只需增加最后一项；不要重新求全部 Lagrange 基函数。

定理 2.2 (插值余项). 若 f ∈ Cn+1[a, b]，节点和 x 位于区间内，则存在依赖于 x 的 ξx ∈ (a, b) 使

f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x), ωn+1(x) =

n∏
i=0

(x− xi).

证明. 若 x 是节点，结论平凡。否则选常数

c =
f(x)− pn(x)

ωn+1(x)

9
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并令
g(t) = f(t)− pn(t)− cωn+1(t).

g 在 n+2个互异点 x0, . . . , xn, x上为零。连续应用 Rolle 定理 n+1次，存在 ξx 使 g(n+1)(ξx) = 0。
因为 p

(n+1)
n = 0、ω

(n+1)
n+1 = (n+ 1)!，解出 c 即得。

易错点
ξx 随 x 改变。点态余项可直接给 L∞ 界，但不能把 f (n+1)(ξx) 当作固定常数提出积分，从

而无条件得到 L2 界。L2 估计应使用 Peano 核、正交投影或 Sobolev 型不等式。

2.2 节点选择与 Runge 现象
等距高次插值可能在端点剧烈振荡。问题不在插值唯一性，而在 ‖ωn+1‖∞ 和 Lebesgue 常数

Λn = max
x∈[a,b]

n∑
i=0

|ℓi(x)|.

若数据有扰动 f̃i = fi + δi，则

|p̃n(x)− pn(x)| ≤ Λn max
i

|δi|.

Chebyshev 节点使 Λn 只按 O(logn) 增长，而等距节点可指数增长。
定理 2.3 (Chebyshev 首一多项式的极小性). 在所有首项系数为 1 的 n 次多项式中，

min
p monic
deg p=n

‖p‖∞,[−1,1] = 21−n,

唯一最小者为 21−nTn(x)，其中 Tn(cos θ) = cos(nθ)。
证明. Tn 首项系数为 2n−1，且在 xj = cos(jπ/n)处交替取 (−1)j，所以上界成立。若另一个 monic
p 满足 ‖p‖∞ < 21−n，令

q = p− 21−nTn.

q 次数至多 n− 1。在相邻极值点 xj 上，严格范数界迫使 q(xj) 符号交替，所以每个相邻区间至
少有一个零，共 n 个零，与 deg q ≤ n− 1 矛盾。等号情形用相同交错论证给唯一性。

2.3 Hermite 插值与三次样条
若在节点 xi 同时给定函数值和导数，相当于节点在节点多项式中重复。最简单的两点三次

Hermite 插值写成

H(x) = f0h00(t) + hf ′0h10(t) + f1h01(t) + hf ′1h11(t), t =
x− x0
h

,

其中
h00 = 2t3 − 3t2 + 1, h10 = t3 − 2t2 + t, h01 = −2t3 + 3t2, h11 = t3 − t2.

10
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若 f ∈ C4，余项为
f(x)−H(x) =

f (4)(ξx)

4!
(x− x0)

2(x− x1)
2.

全局高次插值容易振荡；样条改用分段低次多项式。三次样条在每个 [xi, xi+1] 上为三次，整
体 C2。设 Mi = s′′(xi)，步长 hi = xi+1 − xi，连续一阶导数给三对角方程

hi−1Mi−1 + 2(hi−1 + hi)Mi + hiMi+1 = 6

(
fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1

)
.

还需两个边界条件：自然样条取 M0 =Mn = 0；夹持样条给端点一阶导数；not-a-knot 则让前两
段和后两段在内节点处共享三次式。

定理 2.4 (自然三次样条的变分性质). 在所有插值给定节点值且二阶弱导数平方可积的函数中，自
然三次样条最小化

J(g) =

∫ b

a
|g′′(x)|2 dx.

证明. 任取另一插值函数 g = s+ v，则 v(xi) = 0。分段积分两次，∫
s′′v′′ =

∑
i

(
[s′′v′]

xi+1
xi − [s′′′v]

xi+1
xi

)
.

v 在全部节点为零；s′′ 在内节点连续使相邻 s′′v′ 边界项抵消，自然边界又消去两端项。因此交叉
项为零，

J(g) = J(s) +

∫
|v′′|2 ≥ J(s).

2.4 正交投影与最佳平方逼近
在带权内积

〈f, g〉w =

∫ b

a
f(x)g(x)w(x) dx

下，若 ϕ0, . . . , ϕn 正交，则最佳平方逼近

pn = arg min
p∈span{ϕ0,...,ϕn}

‖f − p‖w

的系数为
cj =

〈f, ϕj〉w
‖ϕj‖2w

.

定理 2.5 (投影定理与勾股式). pn 最优当且仅当

〈f − pn, q〉w = 0

对所有 q 属于逼近空间成立。此时任意 p 满足

‖f − p‖2w = ‖f − pn‖2w + ‖p− pn‖2w .

11
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证明. 把 f − p = (f − pn) + (pn − p) 展开平方。交叉项为零，故 pn 唯一最优。反过来，若存在
方向 q 与残量不正交，沿 pn + tq 的二次函数在 t = 0 导数非零，不可能最优。

Legendre 多项式对应 w = 1，Chebyshev 多项式对应 w = (1− x2)−1/2。首一正交多项式满
足三项递推；这是乘法算子 p 7→ xp 在正交基中为对称三对角矩阵的结果。

2.5 数值积分：精度、误差与复化
插值型求积写为

Qn(f) =

n∑
i=0

wif(xi), wi =

∫ b

a
ℓi(x) dx.

若节点固定，它至少对 Pn 精确。代数精度 r 指对所有 deg p ≤ r 精确，而对某个 r+ 1 次多项式
不精确。

闭 Newton–Cotes 使用等距且含端点的节点。梯形和 Simpson 规则分别为

Th(f) =
h

2
(f(a) + f(b)), Sh(f) =

h

6
[f(a) + 4f((a+ b)/2) + f(b)].

局部误差分别为
I − Th = −h

3

12
f ′′(ξ), I − Sh = − h5

2880
f (4)(ξ).

复化后区间数约 1/h，所以全局阶分别为 O(h2) 与 O(h4)。

命题 2.6 (闭 Newton–Cotes 的奇偶精度). 在 n+1 个等距闭节点上构造的插值型 Newton–Cotes
公式至少具有 n次代数精度；若 n为偶数，则由于关于区间中点的对称性，精度至少提升到 n+1。
当 n 为奇数时一般不能提升。高阶闭公式的权重可出现负数，因此提高节点数不等于得到更稳定
的求积法。

证明. 插值型构造对 Pn 精确。把区间平移缩放为 [−1, 1]，节点与权重关于零点成对对称，所以求
积误差泛函 E(f) =

∫ 1
−1 f −Qn(f) 对所有奇函数为零。当 n为偶数时，xn+1 为奇函数，故新增一

阶精确性；当 n 为奇数时 xn+1 为偶函数，对称性不给额外消去。更高阶权重的符号由 wj =
∫
ℓj

决定，插值基函数振荡会使某些积分为负；负权会放大函数值误差和舍入扰动。

2.5.1 Richardson 与 Romberg

若
T (h) = I + c2h

2 + c4h
4 + · · · ,

则
R1(h) =

4T (h/2)− T (h)

3
= I +O(h4).

递推
Rk,j = Rk,j−1 +

Rk,j−1 −Rk−1,j−1

4j − 1

形成 Romberg 表。外推成立依赖误差具有偶次渐近展开；有端点奇性或不光滑时不能只按公式升
阶。

12
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2.6 Gauss 求积：为什么能达到 2n− 1 次
取正权 w(x) > 0，令 πn 为首一 n 次正交多项式，其 n 个零点 x1, . . . , xn 都位于区间内部且

互异。

定理 2.7 (Gauss 求积的精度与正权). 以 xi 为节点、插值权

λi =

∫ b

a
ℓi(x)w(x) dx

构造的求积公式对所有 deg p ≤ 2n − 1 精确，且 λi > 0。任何 n 点公式的代数精度不可能超过
2n− 1。

证明. 对 deg p ≤ 2n− 1，作多项式除法

p = qπn + r, deg q ≤ n− 1, deg r ≤ n− 1.

正交性给 ∫
qπnw = 0；在节点上 πn(xi) = 0，所以公式对 p 的离散和等于对 r 的离散和，而插值

公式对 r 精确。故精度至少 2n− 1。
取节点基函数 ℓi。因公式对 ℓ2i 精确，

λi = Qn(ℓ
2
i ) =

∫ b

a
ℓi(x)

2w(x) dx > 0.

最后，若某个 n 点公式对 2n 次也精确，取

p(x) =
n∏

i=1

(x− xi)
2.

离散和为零，而正权积分严格为正，矛盾。

若 f ∈ C2n，Gauss 误差可写为

I(f)−Qn(f) =
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a
πn(x)

2w(x) dx.

常数取决于首一正交多项式的平方范数。

2.7 正式真题一：周期复化梯形
正式真题：2025 春 Q1（原卷第 1 页，15 分）
令 f 为 2π-周期函数，

I(f) =

∫ 2π

0
f(x) dx, ITr

h (f) = h
n∑

i=1

f(ih), h = 2π/n.

13
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1. 若 f ∈ Cm[0, 2π]，证明存在与 h 无关的 C > 0 使

|I(f)− ITr
h (f)| ≤ Chm;

2. 若 f 解析，证明指数收敛。

完整解答（独立核验稿） 写 Fourier 级数

f(x) =
∑
k∈Z

f̂ke
ikx.

离散正交恒等式
1

n

n∑
j=1

e2πikj/n =

1, n | k,

0, n ∤ k

给
ITr
h = 2π

∑
ℓ∈Z

f̂ℓn, I = 2πf̂0.

误差因此是 aliasing 尾
2π
∑
ℓ̸=0

f̂ℓn.

若 f 及直到 m− 1 阶导数满足周期端点匹配，分部积分 m 次给 |f̂k| ≤ C|k|−m，从而

|I − Ih| ≤ Cn−m
∑
ℓ ̸=0

|ℓ|−m = O(hm)

（这一绝对求和写法直接覆盖 m > 1；m = 1 时改用单元 Peano 估计或复化矩形误差，C1 已保
证有界变差，仍得 O(h)）。若 f 在宽度 a 的复条带内解析且有界，把积分路径上移/下移得到
|f̂k| ≤ Ce−a|k|，故

|I − Ih| = O(e−an) = O(e−2πa/h).

2.8 正式真题二：Chebyshev 极小与 Gauss–Chebyshev

正式真题：2025 秋 Q2（原卷第 1 页，20 分）
设 T0 = 1, T1 = x, Tn+1 = 2xTn − Tn−1。

1. 证明 Tn(x) = cos(n arccosx)（|x| ≤ 1）以及

Tn(x) = cosh(n arccoshx) (|x| > 1)

（负半轴按奇偶性解释）；

2. 证明原卷打印的 mindeg p≤n, p(1)=1 ‖p‖∞ = 1；

14
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3. 若 Ln 在 Tn+1 的 n+ 1 个零点插值 f ∈ Cn+1[−1, 1]，证明

‖f − Ln‖∞ ≤
∥∥f (n+1)

∥∥
∞

(n+ 1)!2n
;

4. 对 f ∈ C2n+2[−1, 1]，推导

I(f) =

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx

的 (n+ 1) 点 Gauss–Chebyshev 公式，并证明

|I(f)− In+1(f)| ≤
π
∥∥f (2n+2)

∥∥
∞

(2n+ 2)!22n+1
.

完整解答（独立核验稿） 余弦倍角递推与题给递推相同，初值也相同，故

Tn(cos θ) = cosnθ.

令 x = cosh t 得 |x| > 1 的双曲表示（负半轴结合奇偶性）。
第二问按原题约束其实是平凡极小：p(1) = 1 强迫 ‖p‖∞ ≥ 1，而常数多项式 p ≡ 1 已达到 1；

Tn 也达到 1，但不是唯一最小者。这与 定理 2.3 的“固定首项系数”经典定理不同，不能静默替
换。

Tn+1 首项系数为 2n，故节点多项式为 ωn+1 = 2−nTn+1，‖ωn+1‖∞ = 2−n。由 定理 2.2，

‖f − Ln‖∞ ≤
∥∥f (n+1)

∥∥
∞

(n+ 1)!2n
.

令 x = cos θ，则 ∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx =

∫ π

0
f(cos θ) dθ.

节点与权为
xj = cos (2j − 1)π

2(n+ 1)
, λj =

π

n+ 1
.

Gauss 误差公式和首一 πn+1 = 2−nTn+1 的平方范数给

|E(f)| ≤
π
∥∥f (2n+2)

∥∥
∞

(2n+ 2)!22n+1
.
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2.9 正式真题三：首一 Legendre、插值与 Gauss

正式真题：2026 春 Q2（原卷第 1 页，20 分）
在 [−1, 1] 上取

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(x)g(x) dx, ‖f‖2 =

√
〈f, f〉.

令

an =
(2n)!

2n(n!)2
, P0 = 1, P1 = x, Pn+1 = xPn − n2

4n2 − 1
Pn−1.

1. 计算 〈Pn, Pm〉；

2. 证明 Pn 解下列问题并计算最小值：

min{‖p‖2 : deg p ≤ n, p(n)(1) = n!};

3. 若 Ln 在 Pn+1 的零点插值 f ∈ Cn+1[−1, 1]，证明

‖f − Ln‖2 ≤
2
∥∥f (n+1)

∥∥
2

(2n+ 3)an+1(n+ 1)!
;

4. 推导 (n+ 1) 点 Gauss–Legendre 公式并估计其误差。

完整解答（独立核验稿） 若标准 Legendre 多项式记为 Ln，其首项系数为 an，故 Pn = Ln/an。
于是

〈Pn, Pm〉 = 0 (n 6= m), ‖Pn‖22 =
2

(2n+ 1)a2n
.

约束 p(n)(1) = n! 等价于 p 为首一 n 次。写 p = Pn + q、deg q < n，正交勾股给

‖p‖22 = ‖Pn‖22 + ‖q‖22 ,

所以唯一最小者为 Pn，最小范数为 √
2/(2n+ 1)/an。

第三问的打印常数事实上不能成立，不能用“Peano 核计算”跳过核范数。取

f = Pn+1, Ln ≡ 0.

由第一问及 Pn+1 首一，

‖f − Ln‖2 =
√
2

an+1

√
2n+ 3

,
∥∥∥f (n+1)

∥∥∥
2
= (n+ 1)!

√
2.

题面右端因此等于
2
√
2

(2n+ 3)an+1
,

而左端与右端之比为 √
2n+ 3/2 > 1（n ≥ 1）。例如 n = 1 时 P2 = x2 − 1

3，左端平方为 8/45，题
面右端平方为 32/225。因此该小问按打印形式应回答“命题不成立”，并给出上述反例；任何正
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确常数至少不能小于
1

an+1(n+ 1)!
√
2n+ 3

.

这是一项进入最终审计记录的原题/冻结解答冲突，而不是用候选答案覆盖正式答案。
Gauss–Legendre 节点是 Pn+1 的零点，权可写为

wi =

∫ 1

−1
ℓi(x) dx =

2

(1− x2i )[L
′
n+1(xi)]

2
> 0.

由 定理 2.7，精度为 2n+ 1。若 f ∈ C2n+2，

E(f) =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

∫ 1

−1
Pn+1(x)

2 dx =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

2

(2n+ 3)a2n+1

.

答题方法
插值/求积综合题按同一条链处理：

节点多项式→正交或极小性质→余项/Peano 核→范数常数.

遇到原题条件与经典定理不一致时，先按原题求解，再明确指出经典版本的条件；不能把

更熟悉的定理悄悄替换进题面。

自测

1. 推导 Newton 均差形式并证明最高阶均差关于节点对称。

2. 为什么等距插值的 Runge 现象不能靠提高次数自动消失？

3. 写出自然样条与夹持样条的两个边界条件。

4. 证明任意 n 点求积精度不超过 2n− 1。

5. 推导两点 Gauss–Legendre 节点和权，并验证三次精度。

6. 解释周期梯形指数收敛为何依赖复平面解析条带。

本节结论
插值、最佳逼近和求积共享同一个多项式骨架：插值由零点多项式控制，平方逼近由正交

投影控制，Gauss求积把正交多项式零点变成最优节点。真正决定误差的不是公式名称，而
是函数正则性、节点几何和所用范数。

2.10 插值余项的完整来源
设 x0, . . . , xn 互异，pn 插值 f。对固定 x /∈ {xi}，令

ωn+1(t) =

n∏
i=0

(t− xi), K =
f(x)− pn(x)

ωn+1(x)
.
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构造
g(t) = f(t)− pn(t)−Kωn+1(t).

g 在 x0, . . . , xn, x 共 n+ 2 个点为零。连续使用 Rolle 定理，存在 ξ 位于这些点的凸包内，使

g(n+1)(ξ) = 0.

由于 p
(n+1)
n = 0，ω

(n+1)
n+1 = (n+ 1)!，得到

f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x).

这里 ξ 依赖 x，不能在积分或求导时当作固定常数。

2.11 Lebesgue 常数与节点选择
Lagrange 插值算子

Inf(x) =

n∑
i=0

f(xi)ℓi(x)

的算子范数为
Λn = max

x∈[a,b]

n∑
i=0

|ℓi(x)|.

若数据扰动 |δi| ≤ ε，则
‖In(f + δ)− Inf‖∞ ≤ Λnε.

并且对任意 p ∈ Pn，
f − Inf = (f − p)− In(f − p),

故
‖f − Inf‖∞ ≤ (1 + Λn) inf

p∈Pn

‖f − p‖∞.

因此误差不仅取决于 f (n+1)，还取决于插值算子的稳定性。等距节点的 Λn 快速增长，Chebyshev
型节点则只对数增长，解释了 Runge 现象与节点聚集的必要性。

2.12 Hermite 插值与重节点条件
给定节点 xi 上函数值和若干阶导数，共N+1个线性条件，存在唯一次数不超过N 的 Hermite

多项式。若每个节点同时给 f(xi), f
′(xi)，则误差含重节点积

f(x)−H(x) =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!

n∏
i=0

(x− xi)
2.

唯一性证明：两个解之差在每个 xi 至少有二重零点，故若次数不超过 2n+ 1，只能恒为零。
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2.13 三次样条的方程从哪里来
在节点 x0 < · · · < xn 上，三次样条要求每段为三次多项式，整体 C2，并插值数据。记

hi = xi+1 − xi, Mi = S′′(xi).

在区间 [xi, xi+1]，S′′ 线性插值 Mi,Mi+1。积分两次并用端点函数值，匹配一阶导数得到内点方程

hi−1Mi−1 + 2(hi−1 + hi)Mi + hiMi+1 = 6

(
yi+1 − yi

hi
− yi − yi−1

hi−1

)
.

还需两条边界条件：自然样条取 M0 =Mn = 0；夹持样条指定两端一阶导；not-a-knot 要求头两
段与尾两段的三阶导连续。不同边界条件定义不同样条，不可只写“解三对角方程”。

2.14 Gauss 求积的节点、权重与正性
设权函数 w(x) > 0，πn 是首一 n 次正交多项式，其 n 个零点为 xi。对任意 p ∈ P2n−1，作

除法
p = qπn + r, q, r ∈ Pn−1.

正交性给 ∫
pw =

∫
r w.

又因 πn(xi) = 0，p(xi) = r(xi)。选择对 Pn−1 精确的插值型权重，便对 P2n−1 精确。
权重正性可取 Lagrange 基函数 ℓi，利用 ℓ2i ∈ P2n−2：

wi =
∑
j

wjℓi(xj)
2 =

∫
ℓi(x)

2w(x) dx > 0.

精度不可能超过 2n− 1，因为
q(x) =

n∏
i=1

(x− xi)
2

是 2n 次非负非零多项式，节点求积值为零，而其积分严格为正。

定理 2.8 (Gauss 求积的 Hermite 余项). 设 w ≥ 0 在有限区间 [a, b] 上可积且不恒为零，首一正
交多项式 πn 的 n 个零点 x1, . . . , xn 位于区间内部。若 f ∈ C2n[a, b]，则相应 n 点 Gauss 求积
的误差满足

En(f) :=

∫ b

a
f(x)w(x) dx−

n∑
j=1

wjf(xj) =
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a
πn(x)

2w(x) dx

对某个 ξ ∈ (a, b) 成立。因而最高精确次数为 2n− 1，而第一项可能出现的导数恰是 2n 阶导数。

完整证明. 取次数不超过 2n− 1 的 Hermite 插值多项式 H，使

H(xj) = f(xj), H ′(xj) = f ′(xj), 1 ≤ j ≤ n.
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重复节点插值余项给出：对每个 x /∈ {x1, . . . , xn}，存在位于 [a, b] 内的 ξx，使

f(x)−H(x) =
f (2n)(ξx)

(2n)!

n∏
j=1

(x− xj)
2 =

f (2n)(ξx)

(2n)!
πn(x)

2.

Gauss 公式对 H 精确，且节点处 H = f，所以

En(f) =

∫ b

a
[f(x)−H(x)]w(x) dx.

令 m 与 M 分别为 f (2n) 在紧区间上的最小值和最大值。因为 wπ2n ≥ 0，上式夹在

m

(2n)!

∫ b

a
π2nw 与 M

(2n)!

∫ b

a
π2nw

之间。积分因子严格为正；由连续函数的介值性质，存在 ξ ∈ [a, b] 使误差具有定理中的形式。若
f (2n) 不在端点取得所需值，可取 ξ ∈ (a, b)；端点情形由极限解释。最后，前述非负多项式 π2n 证
明 2n 次精确不可能，因此次数 2n− 1 确为最高。

例题 2.1 (二点 Gauss–Legendre 余项核对). 在 [−1, 1] 上取 w ≡ 1。二点公式的节点为 ±1/
√
3，

权重均为 1。对 f(x) = x4，
∫ 1

−1
x4 dx =

2

5
, Q2(f) = 2

(
1√
3

)4

=
2

9
,

故误差为 8/45。首一正交多项式 π2(x) = x2 − 1
3，且

∫ 1

−1
π2(x)

2 dx =
8

45
,

f (4)

4!
= 1.

这与定理给出的误差常数完全一致，也直接显示“精确到三次”与“四阶导数余项”是同一结构
的两面。

2.15 复化公式与 Euler–Maclaurin 视角
复化梯形在一般光滑函数上全局二阶；但周期函数若端点各阶导数匹配，Euler–Maclaurin 展

开中的边界差项连续消失，可获得高阶乃至谱式收敛。这个结论的条件不是“函数周期”四个字，
而是积分区间跨越完整周期且所需阶导端点匹配。

Richardson 外推若
T (h) = I + cph

p + cp+1h
p+1 + · · · ,

则
R(h) =

2pT (h/2)− T (h)

2p − 1

消去 hp 主误差。若真实展开含对数项、奇次项或网格不成固定比例，照搬公式可能失效。
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例题 2.2. Simpson 公式可由梯形 T (h) 与中点 M(h) 组合得到

S(h) =
1

3
T (h) +

2

3
M(h).

对三次多项式逐项核验精确性；对一般 C4 函数，误差常数来自四阶导，而不是因为“使用三个
点所以三阶”。

2.16 等距三角插值、DFT 与 FFT

周期函数在等距节点上的插值天然落到离散 Fourier 变换。令

xj =
2πj

N
, fj = f(xj), 0 ≤ j < N,

并采用归一化约定
f̂k =

1

N

N−1∑
j=0

fje
−2πijk/N , fj =

N−1∑
k=0

f̂ke
2πijk/N .

第二式由离散正交关系
N−1∑
j=0

e2πi(k−ℓ)j/N = N1{k≡ℓ (mod N)}

得到；它同时证明 DFT 矩阵除归一化外是酉矩阵，因此变换唯一且二范数稳定。当 N = 2m+ 1

时，把频率指标改写为 −m, . . . ,m，即得唯一的三角多项式插值

pm(x) =
m∑

k=−m

f̂ke
ikx, pm(xj) = fj .

偶数 N 时 Nyquist 频率需要固定一个共轭对称约定；实数据满足 f̂N−k = f̂k。

定理 2.9 (Cooley–Tukey 偶奇分裂). 若 N = 2M，记 ωN = e−2πi/N，则
N−1∑
j=0

fjω
jk
N =

M−1∑
r=0

f2rω
rk
Mω

k
N

M−1∑
r=0

f2r+1ω
rk
M .

因此长度 N 的 DFT 可递归化为两个长度 M 的 DFT，再做 O(N) 次蝶形合并；当 N = 2q 时
总成本为 O(N logN)，而直接矩阵乘法为 O(N2)。

例题 2.3 (四点余弦数据). 取 fj = cos(2πj/4) = (1, 0,−1, 0)。按上述归一化，

f̂1 = f̂3 =
1

2
, f̂0 = f̂2 = 0.

逆变换给 p(x) = 1
2e

ix + 1
2e

−ix = cosx。若把正、逆变换的 1/N 位置同时照搬另一约定，会整体
系数错 N 倍。
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易错点
采样只能区分模 N 同余的频率：在节点上 ei(k+N)xj = eikxj，这就是 aliasing。FFT 只降
低计算复杂度，不会自动消除混叠，也不会把不光滑函数变成谱收敛。

2.17 有理逼近与 Padé 构造
有理函数

rm,n(x) =
pm(x)

qn(x)
, deg pm ≤ m, deg qn ≤ n,

只有在目标区间上 qn 不为零时才给出稳定逼近。与高次多项式相比，有理函数可以用分母表达极
点或快速变化，但代价是可能产生伪极点。

若 f(x) =
∑

k≥0 akx
k，Padé [m/n] 逼近通过归一化 qn(0) = 1 和

qn(x)f(x)− pm(x) = O(xm+n+1)

确定。比较 xm+1, . . . , xm+n 的系数先得到分母系数的 n × n 线性系统，再由低阶系数恢复 pm。
若该系统奇异，指定次数的 Padé 逼近可能不唯一或实际降阶。

例题 2.4 (ex 的一阶对一阶 Padé 逼近). 设 p = 1 + ax、q = 1 + bx。要求

(1 + bx)ex − (1 + ax) = O(x3)

给出 a− b = 1、b+ 1
2 = 0，故

r1,1(x) =
1 + x/2

1− x/2
= 1 + x+

x2

2
+O(x3).

它比一次 Taylor 多匹配一个系数，但在 x = 2 有极点；讨论误差前必须先限定远离分母零点的区
间。

插值型有理式也常写为重心形式

r(x) =

n∑
j=0

wjfj
x− xj

n∑
j=0

wj

x− xj

.

在 x = xj 处取连续延拓得到 r(xj) = fj。该形式计算稳定且避免显式展开高次多项式，但权重选
择若使分母在区间内接近零，仍会造成巨大条件数。误差估计必须同时控制分子逼近误差和分母
下界；只报告级数匹配阶并不能保证整个区间上的一致误差。

易错点
原打印题 2026 春 Q2(c) 的常数冲突已在唯一真题解答处冻结处理：题面不改，f = Pn+1

给出一般反例，左右端比为
√
2n+ 3/2 > 1，并保留 n = 1 数值核验。它属于原题命题不
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成立，不属于讲义解答缺失。

自测

1. 用辅助函数与 Rolle 定理证明 Lagrange 余项。

2. Lebesgue 常数同时控制哪两类误差？

3. 推导自然三次样条的三对角内点方程。

4. 证明 Gauss 权重严格为正，并说明最高精度为何不能超过 2n− 1。

5. 从离散正交关系推导 DFT 逆变换，并写出一次 FFT 偶奇分裂。

6. 构造 ex 的 [1/1] Padé 逼近并指出其极点。
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第三章 非线性方程

学习目标
本章建立“良定义—不变邻域—误差递推—收敛阶”的完整证明链。读者应能比较二分、不

动点、Newton、割线和无导数 Newton 型方法；处理重根；为方程组写出线性化与停止准
则；并识别局部高速方法在初值、导数和条件性上的失败模式。

3.1 二分法：慢但可证的全局基准
若 f ∈ C[a, b] 且 f(a)f(b) < 0，二分法每次取中点并保留符号变化子区间。第 k 次后区间长

度为
b− a

2k
,

若以中点为近似根，则
|xk − x∗| ≤ b− a

2k+1
.

为使误差不超过 ε，足够取
k ≥

⌈
log2

b− a

2ε

⌉
.

二分只保证找到某个根，不保证区间内根唯一；若端点同号也不能推出无根。

3.2 不动点迭代与压缩映射
把 f(x) = 0 改写成

x = g(x), xk+1 = g(xk).

同一个方程有许多 g，收敛性取决于改写方式。

定理 3.1 (压缩映射迭代). 设闭区间 I 满足 g(I) ⊆ I，且

|g(x)− g(y)| ≤ q|x− y|, 0 ≤ q < 1.

则 g 在 I 有唯一不动点 x∗，任意 x0 ∈ I 的迭代收敛，并有

|xk − x∗| ≤ qk|x0 − x∗| ≤ qk

1− q
|x1 − x0|.

证明. 迭代差满足 |xk+1 − xk| ≤ qk|x1 − x0|，故为 Cauchy 列；闭性给极限仍在 I，连续性给
x∗ = g(x∗)。两个不动点间距满足 |x∗ − y∗| ≤ q|x∗ − y∗|，所以唯一。误差估计由几何级数尾和得
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到。

局部判据 |g′(x∗)| < 1 只给充分近初值的局部收敛；要证明全局区间收敛，还需 g(I) ⊆ I 和
整个区间上的导数界。

3.3 收敛阶与误差常数
定义 3.1 (收敛阶). 若 ek = xk − x∗ → 0，且存在 p ≥ 1、C ∈ (0,∞) 使

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= C,

则称迭代以 p 阶收敛。p = 1 时还要求 C < 1 才是线性收敛。

若 xk+1 = g(xk)、g ∈ Cp，且

g(x∗) = x∗, g′(x∗) = · · · = g(p−1)(x∗) = 0, g(p)(x∗) 6= 0,

Taylor 展开直接给
ek+1 =

g(p)(x∗)

p!
epk + o(epk).

但在使用该判阶前必须先证明迭代在邻域内良定义并确实收敛到 x∗。

3.4 Newton 法：局部二次收敛的完整链
Newton 迭代为

xk+1 = N(xk) = xk −
f(xk)

f ′(xk)
.

定理 3.2 (单根 Newton 局部二次收敛). 设 f ∈ C2 于 x∗ 的邻域，f(x∗) = 0 且 f ′(x∗) 6= 0。则
存在 r > 0，使任意 |x0 − x∗| ≤ r 的 Newton 迭代良定义、留在该邻域并收敛到 x∗。并且

lim
k→∞

xk+1 − x∗

(xk − x∗)2
=

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
.

证明. 由 f ′ 连续且 f ′(x∗) 6= 0，可取闭邻域 I 使

|f ′(x)| ≥ µ > 0, |f ′′(x)| ≤M.

对 xk ∈ I，Taylor 公式在 xk 展开 f(x∗)：

0 = f(xk) + f ′(xk)(x
∗ − xk) +

1

2
f ′′(ξk)(x

∗ − xk)
2.

整理得
ek+1 =

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
e2k, |ek+1| ≤

M

2µ
|ek|2.

再把 r 取得满足Mr/(2µ) ≤ 1/2，便有 |ek+1| ≤ |ek|/2，所以迭代留在 I 并收敛。最后 ξk, xk → x∗，
对误差式取极限。
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3.4.1 重根与修正 Newton

若
f(x) = (x− α)mg(x), g(α) 6= 0, m > 1,

则
f(x)

f ′(x)
=

e

m+ e g′(x)/g(x)
=

e

m
+O(e2).

标准 Newton 因而满足
ek+1 =

(
1− 1

m

)
ek +O(e2k),

降为线性。若 m 已知，使用
xk+1 = xk −m

f(xk)

f ′(xk)

可消去一次项，恢复二次收敛。
若 m 未知，可对 u = f/f ′ 使用 Newton：

xk+1 = xk −
f(xk)f

′(xk)

[f ′(xk)]2 − f(xk)f ′′(xk)
.

u 在 α 处是单根，因此在常规条件下局部二次。

3.5 割线法与黄金阶
割线法用两点斜率替代导数：

xk+1 = xk − f(xk)
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
.

它每步只需一次新函数值，但误差是二步递推。

定理 3.3 (割线法局部误差). 在 定理 3.2 的单根条件下，充分近且不同的初值使割线法良定义并
局部收敛，且

lim
k→∞

ek+1

ekek−1
=

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
.

若渐近阶存在，则
p =

1 +
√
5

2
.

证明. 割线更新是通过 (xk−1, f(xk−1))、(xk, f(xk)) 的一次插值多项式之零点。插值余项在 x∗ 给

0− f [xk−1, xk](x
∗ − xk+1) =

f ′′(ξk)

2
(x∗ − xk−1)(x

∗ − xk),

从而
ek+1 =

f ′′(ξk)

2f [xk−1, xk]
ekek−1.

在足够小邻域内，均差远离零，误差乘积使邻域不变并给收敛；取极限即得常数。若 |ek| � |ek−1|p

且 |ek+1| � |ek|p，代入乘积递推得到 p2 = p+ 1。
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3.6 无导数 Newton 型方法
Steffensen 法把导数替换为前向差商：

xk+1 = xk −
f(xk)

2

f(xk + f(xk))− f(xk)
.

它只需函数值，却在单根处通常保持二次收敛。令 a = f ′(x∗) 6= 0、b = f ′′(x∗)/2、e = x− x∗。则

f(x) = ae+ be2 + o(e2).

记 h = f(x) = O(e)。由 f ∈ C2 的 Peano 型 Taylor 展开，

f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 + o(h2).

又有 f ′(x) = a+ 2be+ o(e)、f ′′(x) = 2b+ o(1)，所以分母

D(e) := f(x+ f(x))− f(x) = a2e+ ab(3 + a)e2 + o(e2).

当 e 6= 0 足够小时，D(e)/e→ a2 6= 0，故迭代分母非零。同时

f(x)2 = a2e2 + 2abe3 + o(e3).

对分子、分母同时除以 a2e，再用 (1 + u)−1 = 1− u+ o(u)，得到

e+ =
b(1 + a)

a
e2 + o(e2) =

f ′′(x∗)[1 + f ′(x∗)]

2f ′(x∗)
e2 + o(e2).

因此存在 C, δ > 0，使 0 < |e| ≤ δ 时迭代良定义且 |e+| ≤ C|e|2。再缩小 δ 使 Cδ ≤ 1/2，便有
|e+| ≤ |e|/2：该邻域不变，且迭代收敛到 x∗。

若主项系数非零，方法为二次收敛，误差常数为∣∣∣∣f ′′(x∗)[1 + f ′(x∗)]

2f ′(x∗)

∣∣∣∣ .
若该系数为零，在 C2 假设下只能断言 e+ = o(e2)；除非再增加更高阶光滑性和相应非退化条件，
不能据此声称存在确定的更高代数收敛阶。

3.7 方程组 Newton 与线性化误差
对 F : Rn → Rn，Newton 步解

JF (xk)sk = −F (xk), xk+1 = xk + sk.

若 JF (x
∗) 非奇异且 Jacobian 局部 Lipschitz，则与标量情形相同，

‖ek+1‖ ≤ C ‖ek‖2 .
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证明使用积分余项
F (xk)− F (x∗) =

∫ 1

0
JF (x

∗ + tek)ek dt

并控制 JF (xk)
−1。实际计算中不显式求逆，而是解线性方程。

若每步线性系统只近似求解，

‖JF (xk)sk + F (xk)‖ ≤ ηk ‖F (xk)‖ ,

得到 inexact Newton。若 ηk ≤ η̄ < 1，通常保持局部线性；ηk → 0 可得超线性；ηk = O(‖F (xk)‖)
可恢复二次。

3.8 全局化、停止准则与条件性
Newton 是局部方法。阻尼 Newton 取

xk+1 = xk + αksk, 0 < αk ≤ 1,

用 Armijo 条件选择 αk；信赖域则限制 ‖s‖ ≤ ∆k。全局化的目标是从远处保证某个 merit function
下降，进入局部区后再接受全 Newton 步。

常见停止准则应组合使用：

‖F (xk)‖ ≤ τF , ‖sk‖ ≤ τx(1 + ‖xk‖).

小步长可能由线搜索过度缩短或 Jacobian 病态造成，并不自动说明残量小；小残量也需结合根的
条件数判断前向误差。

3.9 正式真题一：Newton 与割线法
正式真题：2023 秋 Q1（原卷第 1 页）

设 f ∈ C2(a, b)，x∗ ∈ (a, b) 是单根。

1. 证明充分近初值下 Newton 法收敛，并求

lim xk+1 − x∗

(xk − x∗)2
.

2. 用两点割线斜率替换导数，证明局部收敛并求

lim xk+1 − x∗

(xk − x∗)(xk−1 − x∗)
.

完整解答（独立核验稿） 第一问由 定理 3.2，极限为

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
.
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第二问由 定理 3.3 的插值余项，

ek+1 =
f ′′(ξk)

2f [xk−1, xk]
ekek−1.

在足够小不变邻域中分母远离零，故迭代良定义并收敛；取极限仍得

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
.

由 ek+1 ∼ Cekek−1 可推出黄金阶，而不是二次。

3.10 正式真题二：重根 Newton

正式真题：2025 春 Q2（原卷第 1 页，15 分）

证明单根 Newton 局部二次收敛；求 m > 1 重根处标准 Newton 的收敛率；证明已知 m

时修正 Newton 恢复二次；未知 m 时提出一种超线性方法。

完整解答（独立核验稿） 单根部分见 定理 3.2。写

f(x) = (x− α)mg(x), g(α) 6= 0.

则
f

f ′
=

e

m+ eg′/g
=

e

m
+O(e2),

故标准 Newton
ek+1 =

(
1− 1

m

)
ek +O(e2k)

仅线性收敛。乘 m 的修正 Newton 消去一次项，得到 ek+1 = O(e2k)。未知 m 时对 u = f/f ′ 作
Newton：

xk+1 = xk −
ff ′

(f ′)2 − ff ′′
,

因为 u 在重根处为单根，故局部二次。

3.11 正式真题三：无导数 Newton 型迭代
正式真题：2026 春 Q1（原卷第 1 页，10 分）

设 f ∈ C2 在局部有唯一单根 x∗，且 f ′(x∗) 6= 0。对

xk+1 = xk −
f(xk)

2

f(xk + f(xk))− f(xk)
,

证明局部收敛并估计收敛阶。

完整解答（独立核验稿） 令 a = f ′(x∗) 6= 0、b = f ′′(x∗)/2、e = x− x∗，并记 h = f(x)。因为
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题目只假设 f ∈ C2，应使用 Peano 余项：

f(x) = ae+ be2 + o(e2), f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 + o(h2).

由 h = O(e)、f ′(x) = a+ 2be+ o(e) 和 f ′′(x) = 2b+ o(1)，分母与分子分别为

f(x+ f(x))− f(x) = a2e+ ab(3 + a)e2 + o(e2),

f(x)2 = a2e2 + 2abe3 + o(e3).

相除得到
e+ =

b(1 + a)

a
e2 + o(e2) =

f ′′(x∗)[1 + f ′(x∗)]

2f ′(x∗)
e2 + o(e2).

由于分母除以 e 趋于 a2 6= 0，当 e 6= 0 足够小时分母不为零；若已经到达 x∗ 则算法停止。再缩
小邻域使 |e+| ≤ C|e|2 ≤ |e|/2，得到迭代良定义、邻域不变和局部收敛。

若系数非零，收敛阶为二，误差常数是∣∣∣∣f ′′(x∗)[1 + f ′(x∗)]

2f ′(x∗)

∣∣∣∣ .
若系数为零，只能由现有 C2 条件推出 e+ = o(e2)；没有更强光滑性时，不能断言某个确定的更
高代数阶。

易错点
只计算 g′(x∗) = 0 不能替代局部收敛证明。完整答案必须说明分母在邻域内不为零、迭代

映射把小邻域映回自身，并给出误差递推。

答题方法
局部迭代证明固定采用五步：

1. 检查根的单重性或明确重数；

2. 选邻域使分母/Jacobian 远离奇异；

3. 写 Taylor 或插值余项；

4. 得到 ek+1 的主项并证明邻域不变；

5. 最后才取极限判阶和误差常数。

自测

1. 构造一个 |g′(x∗)| < 1 但从远处初值发散的不动点迭代。

2. 对 f(x) = xm 直接计算标准与修正 Newton 误差。

3. 证明割线法每步只需一次新函数值，并比较单位函数评估成本下的效率指数。

4. 为什么小残量在多重根附近不一定意味着小前向误差？
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5. 写出方程组 Newton 的 inexact forcing 条件及其对局部阶的影响。

本节结论
二分法用区间保证换取线性速度；Newton用导数和好初值换取二次速度；割线与 Steffensen
用更多历史或函数值换取无导数超线性。所有高速结论都必须先经过良定义和不变邻域检

查。

3.12 Newton–Kantorovich 的可验证局部条件
标量 Newton 的“初值足够近”可用具体邻域表达。设区间 I = [x∗ − r, x∗ + r] 上

|f ′(x)| ≥ m > 0, |f ′′(x)| ≤M.

由 Taylor 定理，
ek+1 = ek −

f(xk)

f ′(xk)
=

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
e2k,

故
|ek+1| ≤

M

2m
|ek|2.

若 r ≤ 2m/M，且 x0 ∈ I，则 |e1| ≤ |e0| ≤ r，归纳得到迭代留在邻域中，分母不为零，并二次收
敛。证明中“不变邻域—分母非零—误差递推”三步不可颠倒。

3.13 阻尼 Newton 与充分下降
纯 Newton 步 pk = −f(xk)/f ′(xk) 远离根时可能越出吸引域。可对 merit function Φ(x) =

1
2f(x)

2 使用阻尼步
xk+1 = xk + αkpk, 0 < αk ≤ 1.

因
Φ′(xk)pk = f(xk)f

′(xk)

(
− f(xk)

f ′(xk)

)
= −f(xk)2 < 0

（当 f(xk) 6= 0, f ′(xk) 6= 0），Newton 方向是 Φ 的下降方向。回溯可选到满足 Armijo 条件的 αk。
进入局部二次邻域后通常接受 αk = 1，恢复快速率。

3.14 方程组 Newton 的误差与线性求解
对 F : Rd → Rd，Newton 步解

JF (xk)sk = −F (xk), xk+1 = xk + sk.

若 JF (x
∗) 可逆且 Jacobian 局部 Lipschitz，则

‖ek+1‖ ≤ C‖ek‖2.

31



计算与应用数学复习资料 第三章 非线性方程

实际中通常不显式求逆，而解线性方程。若线性子问题只近似求解，

JF (xk)sk = −F (xk) + rk,

需要 forcing term 控制 ‖rk‖ ≤ ηk‖F (xk)‖。固定 ηk < 1 常给线性型局部率；ηk → 0 可超线性；
与残量同阶的更强控制可保二次率。

3.15 Steffensen 的 C2 边界
本章唯一解答位置已统一使用 Peano 余项：

ek+1 =
f ′′(x∗)[1 + f ′(x∗)]

2f ′(x∗)
e2k + o(e2k).

当系数非零时，收敛阶为二，误差常数为其绝对值；当系数为零时，在只有 f ∈ C2 的条件下只能
断言 ek+1 = o(e2k)，不能虚构确定的更高代数阶。任何写成 O(e3k) 的版本都需要更强光滑性。

自测

1. 给出保证 Newton 邻域不变的一组 m,M, r 条件。

2. 为什么 Newton 方向是平方残量的下降方向？

3. 近似 Newton 线性子问题的残量如何影响局部率？

4. Steffensen 二次项系数为零时，在 C2 下能断言什么、不能断言什么？
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4.1 范数、条件数与稳定性
相容矩阵范数满足 ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖。谱半径 ρ(A) ≤ ‖A‖，但一般不等号。线性系统相对扰

动一阶界含 κ(A) = ‖A‖
∥∥A−1

∥∥；后向稳定算法的前向误差仍可能被大条件数放大。

4.2 直接法与分解
Gaussian 消元约 2n3/3 flops；部分主元抑制增长因子，是通用实践但非无条件前向稳定保证。

若所有顺序主子式非零，则存在单位下三角 L与上三角 U；固定单位对角约定时唯一。Hermitian
正定矩阵唯一分解 A = LL∗ 且 L 对角正；QR 对满列秩最小二乘避免正规方程把条件数平方。
定理 4.1 (Cholesky 存在唯一性). 若 A = A∗ > 0，则存在唯一正对角下三角 L 使 A = LL∗。

完整证明. 对维数归纳。写 A =

[
a r∗

r B

]
。a > 0，令 ℓ =

√
a、v = r/ℓ。Schur 补 S = B − vv∗ 正

定，因为对任意 y 取 x = −r∗y/a 代入二次型。归纳得 S = MM∗，于是 L =

[
ℓ 0

v M

]
。正对角

逐列比较给唯一性。

4.3 Jacobi、Gauss–Seidel 与 SOR

写 A = D − L− U，则

BJ = D−1(L+ U), BGS = (D − L)−1U,

SOR 为 xk+1 = (D−ωL)−1([(1−ω)D+ωU ]xk+ωb)。定常迭代对任意初值收敛当且仅当 ρ(B) < 1。
严格对角占优给 Jacobi/GS 常用充分条件；SPD 给 GS 收敛。SPD 下 SOR 的标准收敛区间是
0 < ω < 2；0 < ω < 1 只是其中的充分子区间，不是充要区间。

4.4 Krylov 与共轭梯度
Kk(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , Ak−1r0}。SPD 情形 CG 递推

αk =
rTk rk

pTkApk
, xk+1 = xk +αkpk, rk+1 = rk −αkApk, βk =

rTk+1rk+1

rTk rk
, pk+1 = rk+1 + βkpk.

残量彼此正交、方向 A-共轭，xk 在 x0 +Kk 最小化能量范数误差；精确算术至多 n 步终止。
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定理 4.2 (CG 条件数界). 若 A SPD，κ = λmax/λmin，则

‖xk − x∗‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

‖x0 − x∗‖A .

证明思路
用最小化性质把误差写为 minp(0)=1,deg p≤k maxλ∈[λmin,λmax] |p(λ)|，再用缩放 Chebyshev多
项式。标准通用上界保留前因子 2；特殊归一化可产生更锐常数，但不能将其当作通用结

论。

预条件 CG 对 M−1A 工作但应在 M -内积/对称变换中保持自伴；GMRES 最小化残量，适
合一般非对称矩阵；MINRES 用于 Hermitian 不定系统，考试主要掌握其定位与适用条件，不要
求高级实现细节。

4.5 特征值、最小二乘与 SVD

幂法需唯一模最大特征值且初向量在其特征向量方向分量非零，线性率约 |λ2/λ1|。反幂加移
位收敛到离移位最近的特征值；Hermitian 情形 Rayleigh 商迭代局部可达三次。QR 迭代以相似
变换保持特征值，先 Hessenberg 化把每步从 O(n3) 降至 O(n2)。

SVD A = UΣV ∗ 给伪逆、最小二乘和低秩逼近。Eckart–Young：谱范数最优误差 σk+1，Frobe-
nius 最优误差 (

∑
j>k σ

2
j )

1/2。正规方程 A∗Ax = A∗b 使条件数近似平方，QR/SVD 更稳定。

4.6 向量/矩阵范数与谱半径
常用向量范数为

‖x‖1 =
∑
i

|xi|, ‖x‖2 = (x∗x)1/2, ‖x‖∞ = max
i

|xi|.

有限维空间中任意两范数等价，但等价常数依赖维数，例如 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞。诱导矩阵

范数 ‖A‖ = maxx̸=0 ‖Ax‖/‖x‖ 自动满足相容性和次乘性，

‖A‖1 = max
j

∑
i

|aij |, ‖A‖∞ = max
i

∑
j

|aij |, ‖A‖2 =
√
λmax(A∗A).

Frobenius 范数不是由常用向量范数诱导，但满足次乘性且酉不变。
定理 4.3 (谱半径与矩阵幂). 对任意矩阵范数 ρ(A) ≤ ‖A‖。此外

ρ(A) = lim
k→∞

‖Ak‖1/k, Ak → 0 ⇐⇒ ρ(A) < 1.

完整证明. 若 Av = λv 且 v 6= 0，则相容性给

|λ| ‖v‖ = ‖Av‖ ≤ ‖A‖ ‖v‖,

所以 ρ(A) ≤ ‖A‖。对任意 k，同理有 ρ(A)k = ρ(Ak) ≤ ‖Ak‖，从而 ρ(A) ≤ lim infk ‖Ak‖1/k。
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为证反向不等式，在复数域写 A = SJS−1。大小为 m 的 Jordan 块 Jλ = λI +N 满足

Jk
λ =

m−1∑
r=0

(
k

r

)
λk−rN r.

若 λ 6= 0，其范数至多为 Cmk
m−1|λ|k−m+1；若 λ = 0，当 k ≥ m 时该块为零。因此对任意 η > 0，

吸收有限个小 k 后存在 Cη 使
‖Ak‖ ≤ Cη(ρ(A) + η)k.

取 k 次根、令 k → ∞ 再令 η ↓ 0，得到 lim supk ‖Ak‖1/k ≤ ρ(A)，故 Gelfand 公式成立。
若 ρ(A) < 1，上式取 η > 0 使 ρ(A) + η < 1，便有 Ak → 0。反之，若 Ak → 0，对任一特征

对 Akv = λkv → 0，故每个 |λ| < 1，即 ρ(A) < 1。这里不能把 Jordan 块静默当成可对角化矩阵；
多项式因子正是亏损情形仍需控制的部分。

4.7 扰动、条件数、残量和后向稳定
若 (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b 且 ‖A−1‖ ‖∆A‖ < 1，则

‖∆x‖
‖x‖

≤ κ(A)

1− κ(A)‖∆A‖/‖A‖

(
‖∆A‖
‖A‖

+
‖∆b‖
‖b‖

)
.

推导从 (I +A−1∆A)∆x = A−1(∆b−∆Ax) 开始，并用 Neumann 级数控制逆。它明确说明相对
误差界的分母条件；省略“小扰动”假设会把局部界错误写成无条件结论。

前向误差衡量答案离真解多远；后向误差问近似解恰好解了哪个邻近问题。带部分主元 Gaus-
sian 消元通常具有小分量后向误差，但增长因子可能在构造例上很大；实践可靠不等于无条件小
前向误差。真实误差还会被 κ(A) 放大，见定理 4.13。
例题 4.1 (条件数与扰动方向). 取 A = diag(1, 10−6)，b = (1, 10−6)T，则 x = (1, 1)T、κ2(A) = 106。
若 ∆b = (0, 10−8)T，输入相对扰动约 10−8，第二个解分量改变 10−2。界给最坏放大 106，实际
放大取决于扰动是否对准最敏感奇异向量。

4.8 Gaussian 消元、LU 与主元
第 k 步消元以乘子 mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk 消去主元下方元素。把乘子存入 L，剩余上三角为 U。无

主元稠密消元约 2
3n

3 +O(n2) flops，随后每个右端前/回代各约 n2。
定理 4.4 (无主元 LU 的存在唯一性). 矩阵 A ∈ Cn×n 的所有顺序主子式非零，当且仅当 Gaussian
消元无需换行即可完成，并有 A = LU，其中 L 单位下三角、U 上三角。此归一化下分解唯一。
完整证明. 非零顺序主子式保证每一步 Schur 补的主元非零，故消元可进行并构造 L,U。反之若
A = LU，前 k 阶顺序主子式等于 detL1:k,1:k detU1:k,1:k =

∏k
j=1 ujj，消元主元非零时它非零。若

LU = L̃Ũ，则 L̃−1L = ŨU−1 同时为单位下三角和上三角，只能是 I，故唯一。

部分主元在当前列选择最大绝对值，得到 PA = LU，保证 |mik| ≤ 1；完全主元在剩余子矩
阵选最大元，需行列置换。主元策略减少中间元素增长并避免除以小数，但部分主元的增长因子
最坏仍可指数大。带状矩阵若消元顺序能控制填充，可把存储和成本降到与带宽有关；具体复杂
度必须同时说明上、下带宽与填充假设。
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例题 4.2 (两步 LU 手算).

A =

[
2 1

4 3

]
=

[
1 0

2 1

][
2 1

0 1

]
.

若首元改为 10−16 而第二行首元为 1，无主元乘子为 1016；部分主元先换行可避免该放大。这是
主元作用的最小示例。

4.9 Cholesky、QR 与最小二乘
Hermitian 正定性不仅保证 Cholesky 存在，还保证所有 Schur 补正定，因此无需选主元。

Cholesky 约 n3/3 flops，是一般 LU 的一半。半正定但奇异时对角元可能为零，唯一正对角 Cholesky
结论不再适用。

满列秩 A ∈ Cm×n 的约化 QR 为 A = QR，Q∗Q = In，R 上三角且若规定对角正则唯一。
Householder 反射 H = I − 2vv∗/(v∗v) 一次消去一列下方分量，数值稳定且适合块化；Givens 旋
转一次消一个元素，适合稀疏和增量更新。最小二乘转化为

min
x

‖Ax− b‖22 = min
x

∥∥∥∥∥
[
Rx−Q∗b

(I −QQ∗)b

]∥∥∥∥∥
2

2

,

故解三角系统 Rx = Q∗b。正规方程的条件数 κ2(A
∗A) = κ2(A)

2，这是 QR/SVD 更稳的根本原
因。
例题 4.3 (QR 最小二乘). 令 A = (1, 1)T，b = (1, 2)T。Q = 2−1/2(1, 1)T、R =

√
2，故 x =

Q∗b/R = 3/2；残量 (−1/2, 1/2)T 与 A 正交。若只写正规方程而不检查残量正交，就漏掉最重要
的几何解释。

4.10 定常迭代的充要条件与充分条件
一般分裂 A =M −N 给 xk+1 = Bxk + c，B =M−1N。误差满足 ek = Bke0。

定理 4.5 (定常迭代收敛判据). 对有限维矩阵，迭代对任意初值收敛到唯一解，当且仅当 ρ(B) < 1。
完整证明. 若 ρ(B) < 1，由定理 4.3 得 Bk → 0，故误差趋零。反之若对任意初值收敛，则 Bke→ 0

对任意 e 成立，从而 Bk → 0，再由谱半径判据得 ρ(B) < 1。

严格行对角占优时，若 Bx = λx，选 |xi| = ‖x‖∞ 的分量，可对 Jacobi/GS 逐行估计得到
|λ| < 1。SPD 情形 Gauss–Seidel 可解释为对二次能量 1

2x
TAx− bTx 的逐坐标精确最小化，能量

严格下降并收敛。
定理 4.6 (SPD 下 SOR 的准确区间). 若 A Hermitian 正定，则 SOR 对任意初值收敛当且仅当
0 < ω < 2。

证明思路
把一次 SOR 看作带松弛的坐标校正，可得能量差含正因子 ω(2 − ω)；当 0 < ω < 2 时能

量单调下降并结合正定性得到误差趋零。若 ω ≤ 0 或 ω ≥ 2，可从迭代矩阵行列式/简单一
维 SPD 例 A = [1]（误差因子 1− ω）看出不能对全部 SPD 矩阵收敛。因此 0 < ω < 1 只
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是充分子区间，不是充要区间。

例题 4.4 (Jacobi 与 GS 谱半径). 对 A =

[
2 −1

−1 2

]
，

BJ =

[
0 1/2

1/2 0

]
, ρ(BJ) = 1/2, BGS =

[
0 1/2

0 1/4

]
, ρ(BGS) = 1/4.

二者都收敛，GS 渐近因子更小。不能仅比较一次迭代误差就断言渐近速度。

4.11 CG 的推导、正交性、最小化与有限终止
对 SPD 系统，解 Ax = b 等价于最小化

ϕ(x) =
1

2
xTAx− bTx, ∇ϕ(x) = −r.

在方向 pk 上精确线搜索给 αk = (rTk pk)/(p
T
kApk)；由递推正交性又等于 rTk rk/(p

T
kApk)。选择

pk+1 = rk+1 + βkpk 并强制 pTk+1Apk = 0，得到 βk = rTk+1rk+1/(r
T
k rk)。

定理 4.7 (CG 三个核心不变量). 精确算术下，对 SPD A：

rTi rj = 0 (i 6= j), pTi Apj = 0 (i 6= j),

且
xk = arg min

x∈x0+Kk(A,r0)
‖x− x∗‖A.

因此至多 n 步终止；若 A 只有 s 个不同特征值，则至多 s 步终止。
完整证明. 用 rk = b−Axk，可归纳证明 span{p0, . . . , pk−1} = Kk。精确线搜索使 rk+1 ⊥ pk，而
rk+1 = rk − αkApk 与既有共轭性进一步给它正交于所有旧方向；由此递推得到残量两两正交和
方向两两 A-共轭。对任意 v ∈ Kk，

(x∗ − xk)
TAv = rTk v = 0,

即误差与子空间在 A-内积下正交，所以 xk 是正交投影并具有最小化性质。非零残量彼此正交，至
多有 n 个；最小多项式次数给不同特征值数细化。

完整证明. CG 条件数界的 Chebyshev 链。由最小化性质和 ek = pk(A)e0，

‖ek‖A
‖e0‖A

≤ min
p(0)=1
deg p≤k

max
λ∈[λmin,λmax]

|p(λ)|.

把谱区间仿射映到 [−1, 1]，选缩放 Chebyshev 多项式

p(λ) =
Tk

(
λmax+λmin−2λ
λmax−λmin

)
Tk

(
λmax+λmin
λmax−λmin

) .
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分子在谱区间绝对值不超过 1。利用 Tk(t) = 1
2 [(t +

√
t2 − 1)k + (t −

√
t2 − 1)k] 并代入 κ =

λmax/λmin，得到
‖ek‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

‖e0‖A.

通用上界的前因子 2 不能因某个特殊归一化的简写而静默删除。

预条件的目标不是让 ‖M−1A‖小，而是使对称预条件算子特征值聚集且应用M−1 便宜。PCG
要求 M SPD，并在 M -内积或 M−1/2AM−1/2 上保持自伴。GMRES 用 Arnoldi 生成正交基并
解小型最小二乘，残量范数单调不增但存储随步数增长；MINRES 适合 Hermitian 不定系统，正
文仅要求理解三对角化与最小残量定位。

4.12 幂法、反幂、Rayleigh 商与 QR

若 A 可对角化且 |λ1| > |λ2| ≥ · · ·，初向量在 v1 上系数非零，则归一化幂法方向误差为
O(|λ2/λ1|k)。若最大模特征值不唯一或初向量正交于主特征子空间，结论失效。

定理 4.8 (幂法的投影条件与模比收敛). 设 A = V ΛV −1 可对角化，|λ1| > |λ2| ≥ · · ·，且 x0 =∑n
j=1 cjvj 中 c1 6= 0。若每步以任一不使主分量消失的齐次归一化进行，则归一化迭代方向收敛

到 v1 的方向，误差为 O((|λ2|/|λ1|)k)。

完整证明. 直接展开

Akx0 = λk1c1

v1 + n∑
j=2

cj
c1

(
λj
λ1

)k

vj

 .
括号中余项在任意有限维范数下至多为 C(|λ2|/|λ1|)k。齐次归一化只除去公共因子 λk1c1，并在 v1

的一个邻域内连续，故方向误差具有同一量级。若 c1 = 0，主特征向量方向从未出现；若最大模
特征值不唯一，括号中相应项不衰减。这两种情形正说明假设不能删除。反幂法把同一证明用于
(A− µI)−1，其主模特征值对应离 µ 最近的原特征值。

反幂法对 (A− µI)−1 做幂法，收敛到离移位 µ 最近且投影非零的特征向量；分解 A− µI 可
在迭代中复用。Rayleigh 商迭代每步取 µk = x∗kAxk/(x

∗
kxk) 并解移位系统；Hermitian 简单特征

对附近具有局部三次收敛，但一般非正规矩阵不能照搬。
QR 迭代 Ak = QkRk, Ak+1 = RkQk = Q∗

kAkQk 是酉相似变换。先用 Householder 把一般
矩阵化为上 Hessenberg（对称矩阵化为三对角），再做隐式移位 QR；Hessenberg 结构把每步成
本降为 O(n2)。收敛表现为次对角元趋零并 deflation，而不是“直接把 R 当特征值”。

命题 4.9 (QR 步的相似性与结构入口). 若 Ak − µkI = QkRk 且 Qk 酉，则移位 QR 更新

Ak+1 = RkQk + µkI = Q∗
kAkQk

保持特征值。若 Ak 为上 Hessenberg，使用相邻 Givens旋转实现该步时，Ak+1 仍为上 Hessenberg。

证明. 由 Rk = Q∗
k(Ak − µkI) 立即得到相似式。对 Hessenberg 矩阵，消去第 j 列唯一可能的次

对角元只需作用于第 j, j +1 行；把这些旋转从左侧依次“追赶”到右侧时，任何新产生的非零元
至多位于下一条次对角线，并在下一步被消去。最终相乘仍只保留第一条次对角线。该证明只给
结构保持；次对角元是否趋零还依赖移位和谱分离条件。
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例题 4.5 (幂法速度). A = diag(4, 2, 1)，x0 = (1, 1, 1)T。归一化前 Akx0 = 4k(1, 2−k, 4−k)T，方
向误差由 2−k 主导，与 |λ2/λ1|k 一致。

4.13 特征值扰动、Gershgorin 与 SVD

Gershgorin 圆盘
λ(A) ⊂

⋃
i

{z : |z − aii| ≤
∑
j ̸=i

|aij |}.

若某组 k 个圆盘与其余圆盘不相交，则该连通组恰含 k 个特征值（计代数重数）。Hermitian 扰动
满足 Weyl 界 |λi(A + E) − λi(A)| ≤ ‖E‖2。一般可对角化 A = V ΛV −1 时，Bauer–Fike 给每个
扰动特征值 µ

min
i

|µ− λi| ≤ κ2(V )‖E‖2.

因此非正规矩阵的特征值可远比 ‖E‖ 敏感。

定理 4.10 (Gershgorin 包含与 Bauer–Fike 扰动界). 设 Ri =
∑

j ̸=i |aij |。每个 λ ∈ spec(A) 落在
某个圆盘 {z : |z − aii| ≤ Ri} 中。若 A = V ΛV −1 可对角化，µ ∈ spec(A+ E)，则

min
i

|µ− λi| ≤ κ2(V )‖E‖2.

完整证明. 取 Ax = λx 的非零特征向量，并选 |xi| = ‖x‖∞。第 i 行给

|λ− aii| |xi| =

∣∣∣∣∣∣
∑
j ̸=i

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ri|xi|,

除以 |xi| > 0 即得 Gershgorin 包含。
再取 (A+ E)y = µy、y 6= 0。若 µ /∈ spec(A)，则

y = (µI −A)−1Ey = V (µI − Λ)−1V −1Ey.

取 2-范数并约去 ‖y‖2：
1 ≤ ‖V ‖2‖V −1‖2 max

i
|µ− λi|−1‖E‖2.

整理即得所述界；若 µ ∈ spec(A)，左端最小距离为零，结论自动成立。这也说明一般非正规情形
不能删除 κ2(V )。

SVD A = UΣV ∗ 对任意矩阵存在。满列秩最小二乘解 x = A†b；秩亏时 A†b 是所有最小二
乘解中的最小 2-范数解。

定理 4.11 (Eckart–Young–Mirsky). 设奇异值 σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0，截断 Ak =
∑k

i=1 σiuiv
∗
i。则

min
rank(B)≤k

‖A−B‖2 = σk+1, min
rank(B)≤k

‖A−B‖F =

(∑
i>k

σ2i

)1/2

.

完整证明. 先证谱范数下界。令 Vk+1 = span{v1, . . . , vk+1}。若 rank(B) ≤ k，则 B 在 k + 1 维
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空间 Vk+1 上的限制有非零核；可取 z ∈ Vk+1 ∩ kerB、‖z‖2 = 1。写 z =
∑k+1

j=1 cjvj，得到

‖A−B‖2 ≥ ‖(A−B)z‖2 = ‖Az‖2 =

k+1∑
j=1

σ2j |cj |2
1/2

≥ σk+1.

而 A−Ak =
∑

j>k σjujv
∗
j 的谱范数正是 σk+1，故下界可达。

再证 Frobenius 下界。设 P 为到 R(B) 的正交投影，则 (I − P )B = 0，并且

‖A−B‖2F = ‖(I − P )A‖2F + ‖P (A−B)‖2F ≥ ‖(I − P )A‖2F .

由 rank(P ) ≤ k 与迹的循环性，

‖(I − P )A‖2F = tr(A∗A)− tr(PAA∗) ≥
∑
j

σ2j −
k∑

j=1

σ2j =
∑
j>k

σ2j .

中间不等式是 Rayleigh–Ritz 原理：秩不超过 k 的正交投影在 AA∗ 上所能截取的迹至多为最大
的 k 个特征值之和。截断 SVD Ak 使两个正交分量恰好分离，达到该下界。

例题 4.6 (重奇异值与最优解不唯一). 取 A = diag(5, 3, 3, 1)，令 k = 2。截断 SVD 给

min
rank(B)≤2

‖A−B‖2 = 3, min
rank(B)≤2

‖A−B‖F =
√

32 + 12 =
√
10.

由于截断位置满足 σ2 = σ3 = 3，在对应二维奇异子空间中保留任意一维方向都给出同一最优值，
最优低秩矩阵不唯一；若 σk > σk+1，则在通常的非退化情形下截断子空间被唯一确定。

4.14 结构化更新、矩阵逆迭代与广义特征值
命题 4.12 (Sherman–Morrison 秩一更新). 若 A 可逆且 1 + v∗A−1u 6= 0，则

(A+ uv∗)−1 = A−1 − A−1uv∗A−1

1 + v∗A−1u
.

分母为零时，A+ uv∗ 奇异，不能静默使用公式。

证明. 把右端记作 B，直接展开 (A+ uv∗)B。含 uv∗A−1 的两项合并系数为

1− 1 + v∗A−1u

1 + v∗A−1u
= 0,

余下为 I。右乘验证相同。

Newton–Schulz 迭代
Xk+1 = 2Xk −XkAXk

可理解为矩阵求逆的 Newton 法。令右残量 Ek = I −XkA，则

Ek+1 = I − (2Xk −XkAXk)A = E2
k .
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因此若某个相容范数下 ‖E0‖ < 1，则 ‖Ek‖ ≤ ‖E0‖2
k，并且 Xk = (I − Ek)A

−1 → A−1。条件只
控制局部收敛；有限精度中还要防止矩阵乘法误差和不当缩放。

广义特征值问题写成正则矩阵铅笔

(A− λB)x = 0, det(A− λB) 6≡ 0.

广义 Schur（QZ）分解以酉矩阵 Q,Z 给

Q∗AZ = S, Q∗BZ = T,

其中 S, T 上三角；射影特征值由对角对 (sii, tii) 给出，tii = 0 表示无穷特征值。酉等价保持铅笔
的广义特征结构，而单独对 B−1A 求特征值在 B 病态或奇异时并不安全。

例题 4.7 (矩阵最小二乘的向量化). 对 X ∈ Rp×q，

min
X

‖AXB − C‖F ⇐⇒ min
x

‖(B⊤ ⊗A)x− vecC‖2, x = vecX.

故可解性、唯一性和最小范数解都归结为 Kronecker 设计矩阵。若要求任意 C 下 X 唯一，需
B⊤ ⊗A 满列秩；等价地，A 满列秩且 B 满行秩。实际计算优先利用 QR/SVD 和矩阵结构，不
显式形成可能巨大的 Kronecker 矩阵。

4.15 真题迁移、方法比较与检查
六期真题把本章多个“教材边缘”变成实际能力：2023 秋 Q2 移位 QR；2024 春 Q2 CG 与非

Hermitian Krylov；2024 秋 Q1–Q3 分别考 SVD、GS 和谱半径；2025 春 Q3 考 Sherman–Morrison
结构；2025 秋 Q1/Q3 考 Newton–Schulz 与 QZ；2026 春 Q3 考矩阵最小二乘。正文主干给定理
条件；结构化秩一更新、Newton–Schulz 和 QZ 属于真题驱动的低频扩展，在真题章掌握题目所
需推导即可。

易错点
不要把 ρ(A) 与任意矩阵范数写成等号；不要把小残量直接当小误差；不要无条件声称部

分主元“稳定”；不要对非 SPD 系统使用 CG；不要把 M−1A 的非对称实现直接称 PCG；
不要把正规方程当作最稳定的最小二乘算法。

复习检查
能否证明 LU 唯一性、定常迭代谱半径判据和 CG 三个不变量？能否写出 SOR 的准确区
间并区分充要区间与充分子区间？能否从 Chebyshev多项式得到带前因子 2的 CG界？能
否比较 LU/Cholesky/QR/SVD 的条件与成本？能否说明幂法、反幂、RQI、QR 的不同收
敛条件，并使用 Gershgorin/Weyl/Bauer–Fike 做扰动判断？
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4.16 非正规矩阵：特征值不足以描述敏感性
定理 4.13 (残量与前向误差的双边界). 设 A 可逆，Ax = b，近似解 x̂ 的残量为 r = b−Ax̂。对
任意诱导矩阵范数，

1

κ(A)

‖r‖
‖b‖

≤ ‖x− x̂‖
‖x‖

≤ κ(A)
‖r‖
‖b‖

, κ(A) = ‖A‖ ‖A−1‖.

证明. 令 e = x− x̂，则 Ae = r。由

‖e‖ ≤ ‖A−1‖ ‖r‖, ‖b‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

相乘整理得上界。另一方面，

‖r‖ = ‖Ae‖ ≤ ‖A‖ ‖e‖, ‖x‖ = ‖A−1b‖ ≤ ‖A−1‖ ‖b‖

整理得下界。可逆性与诱导范数的相容性都是条件。

正规矩阵可酉对角化，函数与幂的范数直接由特征值控制。非正规矩阵即使所有特征值都在
单位圆内，也可能有显著暂态增长。例

A =

(
λ M

0 λ

)
= λI +N, N2 = 0.

则
Ak = λkI + kλk−1N.

当 |λ| < 1 时最终衰减，但 M 大时中间的 k|λ|k−1|M | 可很大；当 |λ| = 1,M 6= 0 时幂不有界。单
位圆上的特征值必须半单，正是 PDE 放大矩阵临界分析反复出现的条件。

Bauer–Fike 定理：若 A = V ΛV −1 可对角化，则

min
i

|λ̃− λi| ≤ κ(V )‖E‖

对 A+ E 的任意特征值 λ̃ 成立。非正规性通过 κ(V ) 放大特征值扰动。

4.17 LU、主元与后向误差
Gaussian 消元把 A 分为 LU。没有选主元时，若主元很小，消元乘子会很大，舍入误差被增

长因子放大。部分选主元在每列选择绝对值最大的可用元素，使乘子 |ℓij | ≤ 1。经典分析给计算
因子满足

A+∆A = L̂Û , |∆A| ≲ u |L̂| |Û |,

因此误差还取决于增长因子，而不是无条件等于 O(u)‖A‖。
Cholesky 对称正定矩阵写成

A = LL⊤.
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正定性保证每一步平方根内部为正；若矩阵只对称不正定，分解可能中断，需要带主元的 LDL⊤

等方法。

4.18 QR、最小二乘与秩亏
满列秩 A ∈ Rm×n 的最小二乘满足正规方程

A⊤Ax = A⊤b.

但
κ2(A

⊤A) = κ2(A)
2,

显式形成正规方程会平方条件数。若 A = QR，Q⊤Q = I，则

‖Ax− b‖2 = ‖Rx−Q⊤b‖2 + ‖(I −QQ⊤)b‖2,

解三角方程 Rx = Q⊤b 更稳定。
秩亏时 SVD

A = UΣV ⊤

给 Moore–Penrose 伪逆
A+ = V Σ+U⊤.

x+ = A+b 是所有最小二乘解中二范数最小者。截断小奇异值或 Tikhonov 正则

min
x

‖Ax− b‖2 + λ‖x‖2

以偏差换稳定性。

4.19 Jacobi、Gauss–Seidel 与 SOR

采用课程中的符号约定
A = D − L− U,

其中 D = diag(a11, . . . , ann)，−L 与 −U 分别是 A 的严格下三角和严格上三角部分。若另一本
资料写 A = D + L+ + U+，则 L+ = −L, U+ = −U；代公式前必须先统一符号。三种迭代的矩
阵形式与逐分量更新分别为

BJ = D−1(L+ U), x
(k+1)
i =

1

aii

bi −∑
j ̸=i

aijx
(k)
j

 ,

BGS = (D − L)−1U, x
(k+1)
i =

1

aii

bi −∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

 ,

Bω = (D − ωL)−1
[
(1− ω)D + ωU

]
,
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x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

bi −∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

 .

显然 ω = 1 时 SOR 退化为 Gauss–Seidel。

定理 4.14 (定常迭代的充要谱半径判据). 分裂 A = M − N 给出 x(k+1) = Bx(k) + c，其中
B =M−1N。对每个初值都收敛到 Ax = b 的解，当且仅当 ρ(B) < 1。

完整证明. 若 x∗ 是不动点，则误差满足 e(k) = Bke(0)。若 ρ(B) < 1，把 B 化为复 Jordan 形。每
个大小为 s 的 Jordan 块的 k 次幂由 λk 乘以次数至多 s− 1 的 k 的多项式，因 |λ| < 1 而趋于零；
故 Bk → 0，任意初值均收敛。反之，若对任意初值收敛，则 Bkv → 0 对所有 v 成立。取任一特
征对 Bv = λv，得到 λkv → 0，所以 |λ| < 1。所有特征值均如此，即 ρ(B) < 1。

定理 4.15 (严格行对角占优下的 Jacobi 与 GS 收敛). 若

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij |, 1 ≤ i ≤ n,

则 Jacobi 与 Gauss–Seidel 迭代对任意初值都收敛。

完整证明. 对 Jacobi，取 BJv = λv 及满足 |vi| = ‖v‖∞ 的指标 i。由

λaiivi = −
∑
j ̸=i

aijvj

得
|λ| |aii| |vi| ≤

∑
j ̸=i

|aij | |vj | ≤
∑
j ̸=i

|aij | |vi|,

故 |λ| < 1。
对 GS，设 BGSv = λv。若 λ = 0 无须处理；否则取 i 为使 |vi| = ‖v‖∞ 的最小指标。特征方

程的第 i 行为
λaiivi = −λ

∑
j<i

aijvj −
∑
j>i

aijvj .

假设 |λ| ≥ 1，则

|aii| |vi| ≤
∑
j<i

|aij | |vj |+ |λ|−1
∑
j>i

|aij | |vj | ≤
∑
j ̸=i

|aij | |vi|,

与严格对角占优矛盾。因此所有特征值模均小于一，再用 定理 4.14 完成证明。

定理 4.16 (Hermitian 正定情形的 GS 与 SOR). 若 A = A∗ � 0，则 Gauss–Seidel 在 A-范数下
收敛；SOR 对任意初值收敛当且仅当

0 < ω < 2.

完整证明. 先看 GS。令 F (x) = 1
2x

∗Ax−<(b∗x)。一次 GS 扫描依次在每个坐标方向上精确最小
化 F，故除非已在解处，每个非零坐标改变量都使 F 严格下降。又

F (x)− F (x∗) =
1

2
‖x− x∗‖2A,
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所以 A-范数误差单调下降。其极限若非零，则某个坐标残量不为零，下一次扫描仍会产生固定量
的下降，与能量收敛矛盾；故误差趋零。

再看 SOR 的必要性。由三角矩阵行列式，

detBω =
det((1− ω)D + ωU)

det(D − ωL)
= (1− ω)n.

若收敛，则 ρ(Bω) < 1，从而 |1− ω|n = | detBω| < 1，即 0 < ω < 2。
证充分性。设 Bωz = λz，并记

d = z∗Dz > 0, a = z∗Az > 0, z∗(U − L)z = iτ (τ ∈ R).

由 2(D − ωL) = (2− ω)D + ωA+ ω(U − L) 及 2[(1− ω)D + ωU ] = (2− ω)D − ωA+ ω(U − L)，
左乘 z∗、右乘 z 得

λ =
(2− ω)d− ωa+ iωτ

(2− ω)d+ ωa+ iωτ
.

当 0 < ω < 2 时，分母模平方减去分子模平方为

4ω(2− ω)ad > 0,

所以 |λ| < 1。由谱半径判据，SOR 收敛。取 ω = 1 同时再次得到 GS 收敛。

例题 4.8 (二维 SPD 系统的三种迭代). 对

A =

(
2 −1

−1 2

)
,

有
BJ =

(
0 1/2

1/2 0

)
, BGS =

(
0 1/2

0 1/4

)
.

故 ρ(BJ) = 1/2、ρ(BGS) = 1/4。SOR 可按上式逐分量执行；只要 0 < ω < 2 即收敛，但“收敛”
并不意味着任意 ω 都比 GS 快。

4.20 一致排序与 SOR 最优松弛因子
设 A = D − L− U。若对每个非零复数 α，矩阵

C(α) = αD−1L+ α−1D−1U

的特征值与 α 无关，则称 A 为一致排序矩阵。具有非零对角元的三对角矩阵是典型情形：取
S(α) = diag(1, α, . . . , αn−1)，可验证 C(α) = S(α)−1C(1)S(α)。这一假设不能由“A 是 SPD”自
动推出。

定理 4.17 (一致排序矩阵的最优 SOR 参数). 设 A 一致排序，Jacobi 迭代矩阵 BJ = D−1(L+U)
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的谱为实数，Λ = ρ(BJ) < 1。则 SOR 特征值 µ 与某个 λ ∈ σ(BJ) 满足

(µ+ ω − 1)2 = µω2λ2.

在 0 < ω < 2 中，最小化 ρ(Bω) 的参数为

ωopt =
2

1 +
√
1− Λ2

, ρ(Bωopt) = ωopt − 1 =
1−

√
1− Λ2

1 +
√
1− Λ2

.

完整证明. 设 Bωv = µv，取平方根 η2 = µ。分量方程可重排为
[
(µ+ ω − 1)D − ωµL− ωU

]
v = 0.

除以 ωη，并令 α = η，得到[
µ+ ω − 1

ωη
I −

(
ηD−1L+ η−1D−1U

)]
v = 0.

一致排序使括号内第二项与 BJ = C(1) 同谱，故存在 λ ∈ σ(BJ) 使

µ+ ω − 1

ω
√
µ

= λ,

平方即得特征值关系；µ = 0 的情形由连续性包含。
对固定 |λ| ≤ Λ，令 r =

√
|µ|。当判别式 ω2Λ2− 4(ω− 1) ≥ 0 时，最坏根的模随 |λ| 增大，且

ρ(Bω) =

(
ωΛ +

√
ω2Λ2 − 4(ω − 1)

2

)2

.

当判别式为负时，共轭根乘积为 (ω − 1)2，故 ρ(Bω) = ω − 1。前一支随 ω 下降，后一支随 ω 上
升，最小值在两支交界 ω2Λ2 = 4(ω − 1) 处取得。解出位于 (1, 2) 的根即为定理中的 ωopt，代回
得到最优谱半径。

例题 4.9 (手算最优松弛因子). 对 例题 4.8 中的三对角 SPD 矩阵，Λ = ρ(BJ) = 1/2，所以

ωopt =
2

1 +
√
3/2

= 8− 4
√
3 ≈ 1.0718, ρ(Bωopt) = 7− 4

√
3 ≈ 0.0718.

若矩阵不满足一致排序，或 BJ 具有非实谱，就不能直接套用该公式；此时应从实际 Bω 的谱或
可验证界选择参数。

4.21 CG 的 Galerkin 条件与多项式误差
对 SPD 矩阵 A，二次函数

ϕ(x) =
1

2
x⊤Ax− b⊤x
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的最优点解 Ax = b。CG 在仿射 Krylov 空间

x0 +Kk(A, r0), Kk = span{r0, Ar0, . . . , Ak−1r0}

中最小化 A-范数误差。Galerkin 条件为

rk ⊥ Kk.

因此
ek = pk(A)e0, pk(0) = 1,

且
‖ek‖A ≤ min

p∈Pk
p(0)=1

max
λ∈[λmin,λmax]

|p(λ)| ‖e0‖A.

选取缩放 Chebyshev 多项式得到

‖ek‖A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

‖e0‖A.

这个界依赖 SPD 与 A-范数；非对称矩阵不能直接使用 CG。

4.22 前处理与 GMRES

前处理选择易解的 M ≈ A，把系统变为

M−1Ax =M−1b

或对称前处理形式。目标不是使 ‖M −A‖ 单独最小，而是让预处理算子的谱/非正规结构更利于
Krylov 收敛，同时保持每次应用 M−1 便宜。

GMRES 适用于一般非奇异矩阵，在 x0 +Kk(A, r0) 中最小化二范数残量：

xk = arg min
x∈x0+Kk

‖b−Ax‖2.

Arnoldi 正交化构造
AQk = Qk+1Hk,

把大规模问题化为小型最小二乘。存储与正交化成本随 k 增长，restart 可控成本却可能破坏原本
的收敛行为。

4.23 特征值算法的位移与商
幂法收敛因子约为 |λ2/λ1|。反幂法对 (A−σI)−1 用幂法，收敛到离 σ最近的特征值。Rayleigh

商
ρ(x) =

x⊤Ax

x⊤x
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对称情形下是单位球约束优化的一阶驻点条件。Rayleigh quotient iteration 对称矩阵在局部常具
三次收敛，但每步需解位移线性系统。

QR 迭代
Ak = QkRk, Ak+1 = RkQk = Q⊤

k AkQk

保持相似性。实际算法先 Hessenberg 化、使用位移与 deflation；“每步直接做完整 QR”只是概
念版本。

答题方法
线性代数算法题先判断矩阵结构：SPD、对称不定、一般方阵、长方或秩亏。结构决定可用
分解、范数和收敛理论；然后再比较条件性、后向稳定性、每步成本与存储。

自测

1. 构造谱半径小于一但短期幂范数很大的非正规矩阵。

2. 为什么正规方程会平方二范数条件数？

3. 证明定常迭代对任意初值收敛当且仅当 ρ(G) < 1。

4. CG 的误差多项式为什么满足 p(0) = 1？

5. GMRES 与 CG 各自最小化什么量，适用什么矩阵？
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学习目标
本章从初值问题适定性出发，建立一步法与多步法的局部误差、稳定、收敛和绝对稳定语

言。线性多步部分完整保留 AB2 稳定区间、根条件和隐式误差吸收证明。

5.1 IVP 适定性与连续依赖
考虑

y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0.

若 f 在矩形邻域连续并对 y 一致 Lipschitz，则 Picard 迭代在足够短区间给局部存在唯一。若两
个解满足初值差 δ0，则

‖y(t)− z(t)‖ ≤ eL(t−t0)‖δ0‖.

证明由积分形式和 Gronwall 不等式得到。这个指数常数是问题条件性的一部分；数值方法的稳定
常数应与它相容，而不是要求误差不增长。
定理 5.1 (连续 Gronwall). 若非负连续函数 u 满足 u(t) ≤ a +

∫ t
t0
b(s)u(s) ds，其中 b ≥ 0 可积，

则
u(t) ≤ a exp

(∫ t

t0

b(s) ds

)
.

完整证明. 令 v(t) = a+
∫ t
t0
b(s)u(s) ds，则 u ≤ v 且 v′ ≤ bv。当 a > 0 时积分 (log v)′ ≤ b 得结

论；a = 0 可先用 a+ ε 再令 ε ↓ 0。

5.2 一步法：一致性、稳定性与整体误差
一般一步法写成

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h).

本书把未除以 h 的局部 defect 定义为

dn+1 = y(tn+1)− y(tn)− hΦ(tn, y(tn), h).

若 dn+1 = O(hp+1)，称局部阶 p + 1；若固定区间上 maxn ‖y(tn) − yn‖ = O(hp)，称整体 p 阶。
另一种常用约定把 dn+1/h 称局部截断误差，阶会少 1；比较结论前必须统一约定。
定理 5.2 (一步法的离散 Gronwall 收敛). 若增量函数对 y一致 Lipschitz：‖Φ(t, y, h)−Φ(t, z, h)‖ ≤
L‖y − z‖，且 ‖dn+1‖ ≤ Chp+1，初值误差为 O(hp)，则在 nh ≤ T 上整体误差为 O(hp)。
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完整证明. 误差满足
‖en+1‖ ≤ (1 + hL)‖en‖+ Chp+1.

迭代并求几何和：
‖en‖ ≤ eLT ‖e0‖+

C

L
(eLT − 1)hp

（L = 0 时直接求和）。常数与 h 无关，得到固定时间区间上的阶。

θ 法统一为
yn+1 = yn + h[(1− θ)f(tn, yn) + θf(tn+1, yn+1)].

θ = 0, 1/2, 1 分别是显式 Euler、梯形、后向 Euler；除 θ = 1/2 外通常一阶。预测–校正可先用显
式 Euler 预测，再代入梯形右端校正；若只校正有限次，它仍是显式实现，不等于精确求解隐式
方程。

例题 5.1 (局部与整体阶的约定). 对 y′ = y，Euler 一步精确值为 ehyn = (1+h+h2/2+O(h3))yn，
故未除 h 的 defect 为 h2yn/2+O(h3)，局部二阶而整体一阶。若定义截断误差为 defect/h，则称
它一阶；两说并不矛盾。

5.3 Runge–Kutta 阶条件与稳定函数
把精确解 Taylor 展开

y(t+ h) = y + hf +
h2

2
(ft + fyf) +O(h3).

二阶段显式 RK

K1 = f(tn, yn), K2 = f(tn + c2h, yn + a21hK1), yn+1 = yn + h(b1K1 + b2K2)

达到二阶的条件为 b1 + b2 = 1, b2c2 = 1/2, b2a21 = 1/2，且显式一致性通常取 c2 = a21。Heun
取 a21 = c2 = 1, b1 = b2 = 1/2；显式中点取 a21 = c2 = 1/2, b1 = 0, b2 = 1。

经典 RK4 的 Butcher 表为
0

1
2

1
2

1
2 0 1

2

1 0 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

每步四次函数评价，整体四阶。显式 s级 RK 的稳定函数是次数至多 s的多项式，因此当 z → −∞
时不可能保持 |R(z)| ≤ 1，故不存在显式 A-稳定 RK。

例题 5.2 (由 Butcher 表判阶). 对 Heun 法，∑ bi = 1、∑ bici = 1/2，故至少二阶；测试方程给
R(z) = 1 + z + z2/2。负实轴稳定边界解 |1 + z + z2/2| ≤ 1，得到 −2 ≤ z ≤ 0。阶条件与稳定域
是两套问题，不能互相替代。
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嵌入式 RK 用同一组阶段构造两个不同阶近似，其差估计局部误差并调节

hnew ≈ ηh

(
tol
err

)1/(p+1)

.

接受/拒绝、上下限和安全因子属于实现要点。考试应会解释误差指数 1/(p+ 1) 的来源，通常不
要求背某一特定嵌入式 RK 对的全部系数。

5.4 为什么需要多步法
初值问题

y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0

的一步法只利用 yn 产生 yn+1。已经计算出的 fn = f(tn, yn) 若全部丢弃，显得浪费。线性多步法
（linear multistep method, LMM）把若干个历史函数值组合起来，以一次新的函数评估换取较高
阶。代价是：方法具有“记忆”，启动值、寄生根和零稳定性都成为不可回避的问题。

定义 5.1 (线性多步法). 在等距网格 tn = t0 + nh 上，k 步线性多步法写成

k∑
j=0

αjyn+j = h

k∑
j=0

βjfn+j , αk 6= 0. (5.1)

若 βk = 0 则为显式法，否则一般为隐式法。定义特征多项式

ρ(ζ) =

k∑
j=0

αjζ
j , σ(ζ) =

k∑
j=0

βjζ
j .

系数整体乘非零常数不改变方法，故常取 αk = 1。一个 k 步法需要 y0, . . . , yk−1；这些启动
值必须由一步法或精确数据提供，而且其误差阶不能低到破坏总体精度。

易错点
“k 步”不是“k 阶”。步数由历史点个数决定，阶由局部截断误差决定。例如 BDF2 是二
步二阶，而 Adams–Bashforth 三步法是三阶。

5.5 从插值与积分构造 Adams 方法
5.5.1 共同出发点

精确解满足
y(tn+1)− y(tn) =

∫ tn+1

tn

f(t, y(t)) dt. (5.2)

用历史节点处的 f 的插值多项式替代被积函数，就得到 Adams 族。令 s = (t− tn)/h，则积分区
间变为 [0, 1]，系数只是 Lagrange 基函数的积分。
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5.5.2 Adams–Bashforth：外推产生显式法
二步情形用 s = 0,−1 的数据插值：

p(s) = fn
s+ 1

1
+ fn−1

s

−1
= (s+ 1)fn − sfn−1.

代入 式 (5.2) 得
yn+1 = yn + h

∫ 1

0
p(s) ds = yn + h

(
3

2
fn − 1

2
fn−1

)
.

这就是 AB2。一般的 k 步 Adams–Bashforth 使用 fn, fn−1, . . . , fn−k+1，是 k 阶显式法。

例题 5.3 (AB3 系数的完整计算). 在节点 s = 0,−1,−2 上，

ℓ0(s) =
(s+ 1)(s+ 2)

2
, ℓ1(s) = −s(s+ 2), ℓ2(s) =

s(s+ 1)

2
.

逐项积分： ∫ 1

0
ℓ0 =

23

12
,

∫ 1

0
ℓ1 = −16

12
,

∫ 1

0
ℓ2 =

5

12
.

故
yn+1 = yn +

h

12
(23fn − 16fn−1 + 5fn−2).

检查常函数：权重之和 (23− 16 + 5)/12 = 1，这是最便宜的自检。

5.5.3 Adams–Moulton：加入新点产生隐式法
若插值节点包括 s = 1 的 fn+1，便得到 Adams–Moulton 法。以 s = 1, 0 为节点，

p(s) = sfn+1 + (1− s)fn,

所以
yn+1 = yn +

h

2
(fn+1 + fn),

即梯形法。若用 s = 1, 0,−1，可得

yn+1 = yn +
h

12
(5fn+1 + 8fn − fn−1),

它是三阶法。隐式方程通常用 Newton 或不动点迭代求解；“公式阶数高”不代表每步代价低。

5.6 BDF：对解插值后再求导
Backward Differentiation Formula 不插值 f，而是用 yn+1, yn, . . .插值得到 p(t)，令 p′(tn+1) =

fn+1。

例题 5.4 (BDF2 的来源). 令 s = (t−tn+1)/h，三个节点 tn+1, tn, tn−1 对应 s = 0,−1,−2。Newton
后向插值写成

p(s) = yn+1 + s∇yn+1
s(s+ 1)

2
∇2yn+1.
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在 s = 0 求导并除以 h：

p′(tn+1) =
1

h

(
∇yn+1 +

1

2
∇2yn+1

)
=

3yn+1 − 4yn + yn−1

2h
.

因此
3yn+1 − 4yn + yn−1 = 2hfn+1.

这里 ρ(ζ) = 3ζ2 − 4ζ + 1，σ(ζ) = 2ζ2。整体除以 3 不影响后续根条件。

BDF 的优势是对刚性问题具有较好的稳定性；但它不是任意高阶都零稳定。
经典结论是 BDF1–BDF6 零稳定，六阶以后根条件失败。本章不把该事实当作“背诵替代证

明”：给定具体系数时仍应直接检查 ρ 的根。

5.6.1 预测—校正并不等于一个隐式法的精确求解
Adams–Bashforth 与 Adams–Moulton 常配成 PECE 流程。例如先用 AB2 预测

y
(0)
n+1 = yn + h

(
3

2
fn − 1

2
fn−1

)
,

再用梯形法校正一次：
y
(1)
n+1 = yn +

h

2

[
f(tn+1, y

(0)
n+1) + fn

]
.

这里 P、E、C、E 分别表示 predict、evaluate、correct、evaluate。若只校正有限次，最终算法是
一个显式复合方法，并不具有“精确解出梯形法隐式方程”的全部稳定性质。

以测试方程 y′ = λy、z = hλ 为例，一次校正给

y
(0)
n+1 =

(
1 +

3

2
z

)
yn − 1

2
zyn−1,

y
(1)
n+1 = yn +

z

2

(
y
(0)
n+1 + yn

)
=

(
1 + z +

3

4
z2
)
yn − 1

4
z2yn−1.

所以应分析的稳定多项式是
ζ2 −

(
1 + z +

3

4
z2
)
ζ +

1

4
z2,

而不是梯形法的一步稳定函数。若反复校正到迭代收敛，且非线性求解误差小于离散误差，才近
似恢复隐式 Adams–Moulton 法。

易错点
题目写“predictor–corrector”时，必须确认校正次数、每次使用旧值还是新值，以及是否
迭代到收敛。三种实现可能有同样的形式阶，却有不同的稳定多项式和每步代价。
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5.7 局部截断误差与阶条件
定义 5.2 (差分算子与局部截断误差). 对光滑函数 v，定义

Lh[v](tn) =

k∑
j=0

αjv(tn + jh)− h

k∑
j=0

βjv
′(tn + jh).

若把精确解代入 式 (5.1)，Lh[y](tn) 是未除以 h 的局部残量。本章称 τn+k = Lh[y](tn)/h 为局部
截断误差。

在 tn 展开：
Lh[v](tn) = C0v(tn) + C1hv

′(tn) + C2h
2v′′(tn) + · · · ,

其中

C0 =

k∑
j=0

αj ,

Cq =
1

q!

k∑
j=0

jqαj −
1

(q − 1)!

k∑
j=0

jq−1βj , q ≥ 1.

定义 5.3 (阶). 若 C0 = C1 = · · · = Cp = 0 且 Cp+1 6= 0，称方法具有 p阶；此时 Lh[y] = O(hp+1)，
而 τ = O(hp)。

命题 5.3 (相容性的三种等价写法). 线性多步法至少一阶相容，当且仅当∑
αj = 0,

∑
jαj =

∑
βj ,

也等价于
ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1).

证明. 前两式正是 C0 = C1 = 0。而 ρ(1) =
∑
αj，ρ′(1) =

∑
jαj，σ(1) =

∑
βj，故三种写法等

价。

例题 5.5 (判阶与误差常数). 对 BDF2 取

α = (1,−4, 3), β = (0, 0, 2)

（索引按 yn−1, yn, yn+1 平移为 j = 0, 1, 2）。于是

C0 = 0, C1 = (−4 + 6)− 2 = 0,

C2 =
−4 + 12

2
− 4 = 0, C3 =

−4 + 24

6
− 4 = −2

3
6= 0.

所以是二阶法，未除以 h 的局部残量主项为 −2
3h

3y(3)。若先把方法整体除以 3，误差常数也同步
除以 3；阶数不变。
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易错点
局部残量 Lh[y] 与 τ = Lh[y]/h 相差一个 h。不同教材可能把二者都称 LTE。答题时必须
先声明约定，否则“二阶法的局部误差是 O(h3) 还是 O(h2)”会出现表面冲突。

5.7.1 用指数函数压缩全部阶条件
Taylor 系数逐项计算最稳妥，但还可用一个生成函数核对。对 v(t) = ext/h，平移一个网格点

等于乘 ex，所以差分算子的符号为
ρ(ex)− xσ(ex).

方法为 p 阶，当且仅当
ρ(ex)− xσ(ex) = O(xp+1), x→ 0. (5.3)

例如梯形法的 ρ(ζ) = ζ − 1、σ(ζ) = (ζ + 1)/2，故

ex − 1− x

2
(ex + 1) = −x

3

12
+O(x4),

立即看出它为二阶。这个写法也说明相容性为什么恰是 ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1)：它们分别消掉
式 (5.3) 的常数项和一次项。
注 5.1 (索引平移不改变阶). 把同一个公式从 yn−k, . . . , yn 改写为 yn, . . . , yn+k 会使 ρ, σ 同时乘
一个 ζr。这不改变非零根及阶，但 Taylor 公式中的 j 必须跟着新索引重算。最常见的失分正是
“系数来自一种索引，jq 却来自另一种索引”。

5.8 零稳定与根条件
5.8.1 局部小误差为何可能被放大

把右端暂时置零，误差满足
k∑

j=0

αjen+j = 0.

若 ρ(ζ) = 0 有根 ζ，则 ζn 是齐次模态；若 ζ 是 r 重根，还会出现 nζn, . . . , nr−1ζn。因此：

定义 5.4 (根条件). ρ 的所有根满足 |ζ| ≤ 1，且单位圆上的根均为单根。

定义 5.5 (零稳定). 在固定时间区间 0 ≤ nh ≤ T 内，若初始扰动与每步强迫扰动的影响有与 h

无关的统一界，则方法称零稳定。等价地，齐次伴随矩阵的幂 An 在所有 n ≥ 0 上一致有界。

定理 5.4 (根条件等价于零稳定). 线性多步法零稳定，当且仅当 ρ 满足根条件。

证明. 将标量 k 阶递推写成一阶伴随系统 En+1 = AEn。A 的特征值恰是 ρ 的根。若存在 |ζ| > 1，
则相应模态指数增长，故 supn ‖An‖ = ∞。若单位圆上有重根，则 Jordan 块产生 nr−1ζn，同样
无界。

反之，若 |ζ| < 1 的 Jordan 块大小任意，则 nr−1|ζ|n 有界；单位圆上的根均为单根，只给出
ζn，模长为一。把有限个 Jordan 块合并，得到 supn ‖An‖ <∞，即零稳定。
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例题 5.6 (相容但不零稳定). 方法

yn+2 − 2yn+1 + yn = h(fn+1 − fn)

满足 ρ(1) = 0 且 ρ′(1) = σ(1) = 0，因而相容；但 ρ(ζ) = (ζ − 1)2，单位根是二重根。即使 f = 0，
误差也含 c1 + c2n，故不零稳定，更不可能一般收敛。

易错点
单位圆上的重根会造成多项式增长，不能因为“模等于 1”就判稳定。单位圆内的重根可以

接受，因为指数衰减压过多项式因子。

5.9 Dahlquist 等价定理：相容加稳定等于收敛
定义 5.6 (收敛). 设精确启动值被一致逼近。若对每个固定 T，当 h→ 0、nh ≤ T 时

max
0≤j≤n

|yj − y(tj)| −→ 0,

则方法收敛。

引理 5.5 (零稳定给出离散扰动估计). 若方法零稳定，且
k∑

j=0

αjen+j = hgn,

则存在与 h, n 无关的常数 CT，使 nh ≤ T 时

max
0≤r≤n+k

|er| ≤ CT

(
max
0≤r<k

|er|+ h
n∑

ℓ=0

|gℓ|

)
.

证明. 写成伴随系统
En+1 = AEn + hbgn.

变参数公式给出
En = AnE0 + h

n−1∑
ℓ=0

An−1−ℓbgℓ.

由零稳定 supm ‖Am‖ ≤M，取范数即得结论。

定理 5.6 (Dahlquist 等价定理). 对满足常规光滑性与 Lipschitz 条件的初值问题，线性多步法收
敛，当且仅当它相容且零稳定。

证明. 充分性。取 N 使 Nh ≤ T，令

en = yn − y(tn), Estart = max
0≤j<k

|ej |, Mn = max
0≤r≤n+k

|er| (0 ≤ n ≤ N − k).
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记精确解的未除以 h 的残量为 τn = Lh[y](tn)，并令

ηh = max
0≤n≤N−k

|τn|
h
.

相容性给 ηh → 0。数值格式减去精确解的残量，得到
k∑

j=0

αjen+j = h

k∑
j=0

βj
[
f(tn+j , yn+j)− f(tn+j , y(tn+j))

]
− τn.

把右侧除以 h 后应用 引理 5.5。若 B =
∑k

j=0 |βj |，Lipschitz 条件给

|f(tn+j , yn+j)− f(tn+j , y(tn+j))| ≤ L|en+j |.

这里不能把所有函数差都当作已知强迫：当方法隐式，即 βk 6= 0 时，ℓ = n, j = k 这一项含有
当前最高层误差 |en+k|，因而含有 Mn。将该项单独留下，把 ℓ < n 的项按相应 Mℓ 控制，并把
ℓ = n, j < k 的项并入前一层最大值，可得常数 C,C1（只依赖方法系数、L, k, T）使

Mn ≤ C

[
Estart + (T + h)ηh + hC1

n−1∑
ℓ=0

Mℓ + hL|βk|Mn

]
. (5.4)

空和按零解释；n = 0 时较低层项已经包含在 Estart 中。若 βk = 0，最后一项不存在；若 βk 6= 0，
取 h 足够小使 ChL|βk| ≤ 1/2，把 式 (5.4) 中的当前最高层项吸收到左端。于是

Mn ≤ 2C

[
Estart + (T + h)ηh + hC1

n−1∑
ℓ=0

Mℓ

]
.

离散 Grönwall 不等式给出统一估计

max
0≤r≤N

|er| ≤ CT

(
Estart + ηh

)
−→ 0.

这里 CT 可以依赖 T, L, k, α, β，但不依赖 h,N, n。这统一了误差向量、索引范围和常数依赖。若
方法为 p 阶且启动误差为 O(hp)，同一估计给出全局误差 O(hp)。

必要性：相容。若方法对所有光滑问题收敛，先取精确解 y(t) ≡ 1，代入极限必须有∑
αj = 0。

再取 y(t) = t、f ≡ 1，除以 h 后取极限，得到 ∑
jαj =

∑
βj。故方法相容。

必要性：零稳定。若根条件失败，则存在 |ζ| > 1 的指数增长模态，或单位圆重根产生的多项
式增长模态。给启动值施加趋于零、但沿该模态的扰动；选择步数 n � T/h，可使终点扰动不趋
零，甚至无界。这与收敛要求对启动扰动连续依赖矛盾，故必须零稳定。

本节结论
证明时不要只写口号“consistency + stability = convergence”。可得分的链条是：精确解
残量 → 误差递推 → 根条件给卷积核有界 → Lipschitz 项和离散 Grönwall → 全局误差。
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5.9.1 启动值与全局阶
等价定理只给“是否收敛”，精度还取决于启动。若方法为 p 阶，则 τn = O(hp)。扰动估计

中的累计项为
h
∑

n≤T/h

O(hp) = O(hp).

因此，在零稳定前提下，只要
max
0≤j<k

|yj − y(tj)| = O(hp),

全局误差也是 O(hp)。如果启动值只有 O(hq)、q < p，一般只能保证 O(hq)。
实践中不必为了生成 k − 1 个启动值永久使用昂贵高阶方法：只需在最初几步用阶数足够的

一步 Runge–Kutta 法，之后切换到 LMM。若使用变步长，固定系数公式不再成立，零稳定分析
也需重新做。变步长 LMM 不属于当前考纲主线；本书只保留这一边界说明，不把固定步长结论
外推到变步长情形。

5.10 绝对稳定：测试方程上的另一组根
5.10.1 稳定多项式

对测试方程 y′ = λy，令 z = hλ。代入 LMM 得
k∑

j=0

(αj − zβj)yn+j = 0.

对应稳定多项式是
π(ζ; z) = ρ(ζ)− zσ(ζ). (5.5)

定义 5.7 (绝对稳定域). 若 式 (5.5) 的全部根满足 |ζ| ≤ 1，且单位圆上的根为单根，则称该 z 对
方法绝对稳定。所有这类 z 构成稳定域 S。

稳定域边界常由
z(θ) =

ρ(eiθ)

σ(eiθ)
, 0 ≤ θ ≤ 2π

参数化，但画完边界还必须测试哪一侧是稳定侧。

例题 5.7 (AB2 在负实轴上的稳定区间). AB2 写为

yn+2 − yn+1 = z

(
3

2
yn+1 −

1

2
yn

)
,

故
π(ζ; z) = ζ2 − ζ − z

(
3

2
ζ − 1

2

)
.

负实轴边界先检查 ζ = 1 得 z = 0，再检查 ζ = −1：

2− z(−2) = 0 =⇒ z = −1.
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对实 z，多项式可写为
ζ2 −

(
1 +

3

2
z

)
ζ +

z

2
.

二次多项式的 Schur 条件在这里化为∣∣∣z
2

∣∣∣ < 1, 1−
(
1 +

3

2
z

)
+
z

2
= −z > 0, 1 +

(
1 +

3

2
z

)
+
z

2
= 2 + 2z > 0.

所以 −1 < z < 0 时两根严格位于单位圆内。端点按本章同一个根条件检查：

z = −1 : π(ζ;−1) = (ζ + 1)

(
ζ − 1

2

)
,

z = 0 : π(ζ; 0) = ζ(ζ − 1).

两处的单位圆根分别为 −1 和 1，且都是单根；另一根严格在单位圆内。因此按 式 (5.5) 后的绝
对稳定定义，AB2 在负实轴上的稳定区间是

[−1, 0] .

例题 5.8 (BDF2 的 A-稳定性). 采用归一化形式

3

2
yn+2 − 2yn+1 +

1

2
yn = hfn+2.

稳定边界由 |ζ| = 1、ζ = eiθ 给出：

z(θ) =
ρ(ζ)

σ(ζ)
=

3

2
− 2ζ−1 +

1

2
ζ−2.

其实部为
<z(θ) = 3

2
− 2 cos θ + 1

2
cos 2θ = (1− cos θ)2 ≥ 0.

因此根穿越单位圆的边界位于闭右半平面。取左半平面的测试点，例如负实轴上充分接近 0 的 z，
由零稳定性和主根连续性知所有根都在单位圆内；根若要离开，必须穿过上述边界，但左半平面
没有这样的边界点。故整个左半平面包含于稳定域，BDF2 是 A-稳定的。

注意这并不等于 L-稳定：还需检查刚性极限中主放大模态是否趋于零。对于多步法，这个问
题仍须通过所有稳定根而非单个 R(z) 表述。

5.10.2 一步法稳定与多步法稳定的区别
一步法常写成 yn+1 = R(z)yn，只需检查 |R(z)| ≤ 1。多步法有 k 个特征根：

• 与 z = 0 时 ζ = 1 连续相接的根称主根；

• 其他根是寄生根，也必须全部受控；

• 只计算某一个“放大因子”会漏掉寄生模态；

• 边界根若重合，会出现 Jordan 型多项式增长。
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易错点
零稳定检查 ρ(ζ) = 0，与步长无关；绝对稳定检查 ρ(ζ) − zσ(ζ) = 0，依赖 z = hλ。前者

保证 h→ 0 时误差不会由寄生根失控，后者决定给定步长能否衰减测试方程。

5.10.3 边界曲线法的完整使用条件
令 ζ = eiθ 得到的曲线只记录“某个根位于单位圆上”，它本身不告诉哪一侧稳定，也可能出

现自交。可靠流程是：
1. 先确认 z = 0 时 ρ 满足根条件；
2. 参数化 z(θ) = ρ(eiθ)/σ(eiθ)，处理 σ(eiθ) = 0 的极点；
3. 把复平面按边界分区；
4. 每个连通区域选一个测试点，直接求 ρ(ζ)− zσ(ζ) 的全部根；
5. 若边界上出现重根，同时检查 π(ζ; z) = 0 与 ∂ζπ(ζ; z) = 0。
对实系数方法，边界关于实轴对称，可以只画上半部再镜像。若题目只问负实轴区间，则通

常先令 ζ = ±1 找端点，再取区间内一点验证，正如 例题 5.7；但这只是针对该截面的简化，不是
一般二维稳定域证明。

5.11 方法比较、刚性与考试母题
方法族 优点 代价与限制
Adams–Bashforth 显式、每步一次新函数评估、构造

直观
稳定域较小，不适合强刚性

Adams–Moulton 同等历史长度下阶较高，稳定性通
常优于 AB

每步需解隐式方程

BDF 对衰减刚性模态稳健，公式只含新
的 f

高阶稳定性受限；BDF7 起不零稳
定

刚性不是“解变化很快”的同义词。典型刚性系统含时间尺度差异很大的衰减模态；显式法
为压住快速模态被迫取极小步长，即使所关心的慢模态很平滑。A-稳定要求整个左半平面包含在
S。Dahlquist 第二屏障说明显式 LMM 不可能 A-稳定，A-稳定 LMM 的阶不超过 2。本章把这
些作为方法选择的边界，而不替代对具体稳定多项式的计算。

考试级结论
给定二步法

yn+2 − (1 + a)yn+1 + ayn = h (bfn+2 + cfn+1 + dfn) .

1. 写出相容性条件；

2. 讨论零稳定的 a 范围；

3. 在相容条件下写出二阶条件；
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4. 给出测试方程上的稳定多项式。

解。

ρ(ζ) = ζ2 − (1 + a)ζ + a = (ζ − 1)(ζ − a), σ(ζ) = bζ2 + cζ + d.

ρ(1) = 0 自动成立。相容性第二条件为

ρ′(1) = 1− a = σ(1) = b+ c+ d.

根为 1, a，故零稳定当且仅当 |a| ≤ 1 且 a 6= 1；当 a = 1 时单位根 1 为二重根。二阶条件

C2 = 0 给出
4− 1− a

2
− (2b+ c) = 0, 即 2b+ c =

3− a

2
.

测试方程上的稳定多项式为

ζ2 − (1 + a)ζ + a− z(bζ2 + cζ + d).

作答时四问分别对应：相容性、根条件、阶条件、绝对稳定；不要混用。

5.12 一套可执行的答题流程
答题方法
遇到“分析一个线性多步法”的题，按以下顺序：

1. 统一索引，写出 αj , βj 以及 ρ, σ；

2. 用 ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1) 检查相容性；

3. 若问阶，计算 Cq，直到第一个非零项；

4. 分解 ρ，检查单位圆内外及单位圆重根，判零稳定；

5. 由“相容 + 零稳定”判收敛；若问误差阶，同时检查启动值；

6. 对 y′ = λy 写 ρ(ζ)− zσ(ζ) = 0，检查全部根，而非只找一个；

7. 稳定域边界用 ζ = eiθ 参数化，再以测试点判定内外侧。

5.13 自测与简答
1. 证明 AB2 为二阶，并求第一个非零的 Cq。

2. 检查 BDF2 的根条件；其第二个根是多少？

3. 构造一个 ρ 的所有根都在闭单位圆、但方法不零稳定的例子。

4. 为什么绝对稳定域的定义在单位圆重根处要附加单根条件？

5. 若一个三阶 LMM 使用一阶 Euler 法生成启动值，为什么总体三阶可能丢失？
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6. 推导梯形法的稳定函数，并说明它是否 A-稳定。

核对要点
1. 对 α = (0,−1, 1)、β = (−1

2 ,
3
2 , 0)，C0 = C1 = C2 = 0，且按本文定义

C3 =
−1 + 8

6
− 1

2

(
3

2

)
=

5

12
6= 0.

因此 AB2 为二阶；注意索引平移和方法整体归一化必须一致。

2. BDF2 的 ρ(ζ) = 3ζ2 − 4ζ + 1，根为 1, 1/3。

3. 取 ρ(ζ) = (ζ − 1)2；单位根重数二导致 n 模态。

4. 重根会产生 nζn，模长条件本身不能排除多项式增长。

5. 启动误差是全局误差估计中的首项；低阶启动误差不会被零稳定自动消除。

6. 梯形法 R(z) = (1 + z/2)/(1− z/2)，左半平面满足 |R(z)| ≤ 1，故 A-稳定。

延伸核对
7. 中点型二步法

yn+2 − yn = 2hfn+1

有 ρ(ζ) = ζ2 − 1。它是否零稳定？为什么这仍不保证对所有 <λ < 0 的步长都绝对稳定？

8. 若 ρ 有根 1, 1/2，方法相容且二阶，启动误差分别为 e0 = 0, e1 = Ch。预期全局阶是多少？

9. 边界曲线经过同一个 z∗ 两次时，为什么不能仅凭曲线朝向判断稳定侧？
提示。第 7 题的根 1,−1 都是单位圆单根，所以零稳定；但代入测试方程后必须检查 ρ− zσ

的两根，零稳定不是 A-稳定。第 8 题中零稳定只保证启动扰动不被失控放大，并不会把 O(h) 自
动提升为 O(h2)，故一般只能得到一阶。第 9 题应在边界分出的每个连通区域选测试点求全部根；
自交点还可能对应不同根同时触及单位圆。

本节结论
真正需要带走的不是一张系数表，而是三条互不混淆的链：

插值/积分⇒公式, Taylor 系数⇒阶与相容性,

ρ 的根⇒零稳定与收敛, ρ− zσ 的根⇒绝对稳定.

5.14 边值问题、方法比较与历年迁移
打靶法把未知初始斜率 s 当参数，积分 IVP 后用终点残量 R(s) = y(b; s)− β 求根；Newton

需要灵敏度方程，割线只需多次积分。中心差分则直接把二阶边值问题离散成三对角系统。边值
问题属于中低频内容，正文要求会说明两条路线及其代价，不扩展一般非线性边值理论。
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方法 阶/成本 稳定性 隐式求解 适用
显式 Euler 1 阶/1 次 f 小稳定域 无 非刚性、教学基

线
后向 Euler 1 阶 A/L 稳定 每步非线性解 强耗散刚性
梯形 2 阶 A 稳定非 L 每步非线性解 精度高但刚性

振荡
显式 RK4 4 阶/4 次 f 有界稳定域 无 平滑非刚性
BDF 1–6 阶族 高阶稳定性受限 每步隐式 刚性与多步复

用

历年迁移：2023 秋 Q4 要从二级 RK 系数推导阶和稳定函数；其余五期 ODE/渐近综合题已
在真题章逐题核验，不把“振子渐近题”误归为纯数值 ODE。

易错点
不要混淆局部 defect 阶和除 h 截断误差阶；不要把一致性当收敛；不要省略多步法单位圆

重根必须单；不要把 A-稳定写成“所有 z 稳定”；不要把梯形法称 L-稳定；不要用显式法
精度阶替代刚性稳定分析。

复习检查
能否由 Taylor 展开判一步法/RK 阶？能否证明离散 Gronwall 整体误差？能否从 Butcher
表写稳定函数？能否对具体多步法写 ρ, σ、判一致性与根条件？能否区分零稳定、绝对稳

定、A/L 稳定和刚性，并解释后向 Euler 与梯形的强刚性差异？

答题方法
ODE 题先辨认一步/多步、显式/隐式和所问稳定概念；判阶用 Taylor/阶条件，收敛用相
容性加稳定性，刚性比较用测试方程稳定域。

自测

1. 从局部 defect 和 Lipschitz 稳定推导一步法的全局误差界。

2. 写出经典四阶 RK 的 Butcher 条件并解释树条件的作用。

3. 对给定 LMM 计算 ρ, σ、阶、根条件和负实轴稳定区间。

4. 说明零稳定、绝对稳定与 A-稳定分别控制什么。

5. 比较 Adams–Moulton、BDF 与显式 RK 在刚性问题中的取舍。

本节结论
数值 ODE 的核心不是公式清单，而是局部误差、根条件、误差传播和测试方程四条证据
链。
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5.15 Runge–Kutta 方法的树前阶条件
s 级显式 Runge–Kutta 写为

ki = f

tn + cih, yn + h
∑
j<i

aijkj

 , yn+1 = yn + h
s∑

i=1

biki.

令 e = (1, . . . , 1)⊤，一致性要求
b⊤e = 1.

把精确解与数值格式分别 Taylor 展开，前三阶条件为

b⊤e = 1, b⊤c =
1

2
, b⊤c⊙2 =

1

3
, b⊤Ac =

1

6
.

其中 c = Ae 常作为内部一致性条件。第三阶出现两个条件，是因为 y′′′ 中存在不同微分树结构，
不能只凭一个标量矩匹配。

例题 5.9 (经典 RK4 核验).
0

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

满足 b⊤e = 1、b⊤c = 1/2 等四阶条件。考试若只要求判二阶，核验前两条即可；若宣称四阶，则
不能只依据方法名称。

5.16 稳定函数与 A/L 稳定
对测试方程 y′ = λy，RK 方法给

yn+1 = R(z)yn, z = hλ,

R(z) = 1 + z b⊤(I − zA)−1e.

绝对稳定域为
S = {z ∈ C : |R(z)| ≤ 1}.

A 稳定要求整个左半平面包含于 S。L 稳定还要求

lim
z→−∞

R(z) = 0,

使极刚模态被强烈阻尼。
显式 Euler R(z) = 1 + z，负实轴稳定区间为 [−2, 0]；隐式 Euler

R(z) =
1

1− z
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A 稳定且 L 稳定；梯形法
R(z) =

1 + z/2

1− z/2

A 稳定但极限为 −1，不是 L 稳定。

5.17 局部误差到全局误差的一步法证明
设一步法

yn+1 = Φh(tn, yn)

对状态 Lipschitz：
‖Φh(t, u)− Φh(t, v)‖ ≤ (1 + Lh)‖u− v‖.

精确解满足
y(tn+1) = Φh(tn, y(tn)) + τn+1, ‖τn+1‖ ≤ Chp+1.

误差递推
‖en+1‖ ≤ (1 + Lh)‖en‖+ Chp+1.

离散 Grönwall 给在 tn ≤ T 上

‖en‖ ≤ eLT ‖e0‖+
C

L
(eLT − 1)hp.

因此局部 p+ 1 阶产生全局 p 阶；指数因子来自连续依赖，不是凭空多出。

5.18 刚性：精度允许的步长与稳定允许的步长
考虑

y′ = −1000(y − cos t)− sin t, y(0) = 1,

精确解 y(t) = cos t。虽然解变化尺度为 O(1)，齐次扰动满足 η′ = −1000η。显式 Euler 为稳定必
须

|1− 1000h| ≤ 1, h ≤ 0.002,

远小于按 cos t 精度直觉选择的步长。隐式 Euler 对所有 h > 0 稳定。刚性是“稳定步长远小于精
度步长”的现象，不能仅由某个大负特征值脱离问题尺度定义。

5.19 边值问题：打靶与有限差分
二阶边值问题

−y′′ + q(x)y = f(x), y(a) = α, y(b) = β

可用中心差分
−yi−1 − 2yi + yi+1

h2
+ qiyi = fi.

若 qi ≥ 0，离散矩阵严格对角占优/为 M-矩阵，便于证明唯一性与最大值原理。局部截断误差为
O(h2)，稳定逆界再给全局二阶。
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打靶法把未知初始斜率 s = y′(a) 当参数，积分 IVP 得

F (s) = y(b; s)− β,

再用 Newton/割线求 F (s) = 0。若边值问题存在强不稳定模态，微小 s 误差会在积分中指数放
大，打靶可能病态；有限差分则直接解全局耦合系统。

易错点
AB2 按本书闭单位圆且单位圆根单的定义，负实轴绝对稳定区间为 [−1, 0]：z = −1 的根

为 −1, 1/2，z = 0 的根为 1, 0，边界单位根均为单根。不能在正文使用闭区间、答案又改

用开区间。

答题方法
ODE 题先区分四件事：阶由局部展开决定；零稳定由 z = 0 的第一特征多项式决定；绝对

稳定由测试方程的 z-依赖根决定；刚性比较稳定与精度步长。任何两个条件都不能互相替
代。

自测

1. 写出 RK 三阶的四个基本条件并解释为什么有两个三阶条件。

2. 比较隐式 Euler 与梯形法的 A/L 稳定性。

3. 用离散 Grönwall 从局部 p+ 1 阶推出全局 p 阶。

4. 对 AB2 在 z = −1, 0 处核验根条件。
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第六章 数值偏微分方程：30 个培训核心与 176
个公式单元

考试范围提醒
本章严格沿三节培训板书展开。课堂导言曾列出有限差分、有限元、谱方法和深度学习等

方法名称；考试主线只展开板书实际推导的有限差分内容。一般 Poisson 五点/九点误差理
论、有限元、谱方法和一般复杂边界处理不在此扩展。

6.1 网格、模板、层数与统一参数
在区间 [a, b] 上取

xj = a+ jh, h =
b− a

M
, tn = nτ, unj ≈ u(xj , tn).

板书同时区分 Cauchy 问题与初边值问题：前者在整线给初值，后者还须在 x = a, b 给边界数据。
为避免不同方程的无量纲参数混写，本章固定

r =
κτ

h2
（常系数热方程）, λ =

τ

h2
（Schrödinger 与变系数扩散）,

ν =
aτ

h
（速度为 a 的输运）.

常用差分算子为
δ+t u

n
j =

un+1
j − unj

τ
, δ0t u

n
j =

un+1
j − un−1

j

2τ
,

D+
x u

n
j =

unj+1 − unj
h

, D−
x u

n
j =

unj − unj−1

h
, δ0xu

n
j =

unj+1 − unj−1

2h
,

δ2xu
n
j =

unj+1 − 2unj + unj−1

h2
.
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6.1.1 显式/隐式与两层/三层模板

格式 时间层模板 类型 更新特征
FTCS {unj−1, u

n
j , u

n
j+1;u

n+1
j } 两层、显式 由第 n层直接求第 n+1

层
后向 Euler {unj ;u

n+1
j−1 , u

n+1
j , un+1

j+1 } 两层、隐式 每一步解线性系统
Crank–Nicolson n, n+1两层均用三点空间

模板
两层、隐式 时间居中、二阶

Richardson/DFF n− 1, n, n+ 1 三层 三层、显式 还需单独提供 u1

leapfrog n− 1, n, n+ 1 三层 三层、显式 中心时间、中心空间

“显式/隐式”描述每步是否需要求解含新层未知量的联立系统；“两层/三层”描述递推涉及
多少个时间层；“一步/二步”描述需要多少个历史状态。三层显式格式仍必须用相容的一步法启
动。

6.2 Taylor 展开、相容、稳定与 Lax 等价
对光滑函数，板书从

δ+t u = ut +
τ

2
utt +

τ2

6
uttt +O(τ3),

δ2xu = uxx +
h2

12
uxxxx +O(h4)

得到各格式的残差。把精确解代入已经除以时间步的差分方程所得残差称局部截断误差；若采用
未除 τ 的递推残差，阶数整体多一个 τ，必须先说明约定。

定义 6.1 (稳定性). 设初始扰动为 ξ0，传播到第 n 层为 ξn。若存在与 h, τ, n 无关的 K,T, τ0 > 0，
使得在 nτ ≤ T、τ ≤ τ0 时

‖ξn‖X ≤ K
∥∥ξ0∥∥

X
,

则称格式在范数 X 下稳定。稳定性依赖范数；一个范数稳定不能自动推出另一范数稳定。

定理 6.1 (Lax–Richtmyer 等价定理). 对线性适定初值问题及其线性差分逼近，在指定范数、有
限时间区间和指定网格族上，若格式相容，则稳定当且仅当收敛。

证明思路
把全局误差写成初值误差与各步局部残差经离散传播算子后的和。稳定性一致控制传播算

子，相容性使每步残差趋零，因而得到收敛。反向方向由每个数据上的收敛得到离散解算

子族逐点有界，再由一致有界原理得到稳定。线性、适定、相容、范数与网格族缺一不可。

例题 6.1 (FTCS 的完整 Taylor 误差链). 对 ut = κuxx，格式 δ+t u
n
j = κδ2xu

n
j 给

T n
j = δ+t u− κδ2xu =

τ

2
utt −

κh2

12
uxxxx +O(τ2 + h4) = O(τ + h2).

板书列出的稳定性工具为：直接矩阵法、Fourier/von Neumann 法、能量法和最大值原理。常
系数周期/整线问题优先 Fourier；边界、变系数问题常用能量或最大值法。
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6.3 离散 Fourier–Parseval 与矩阵幂判据
6.3.1 从网格函数到离散二范数稳定性

对 un = (unj )j∈Z ∈ ℓ2h，定义

‖un‖2ℓ2h = h
∑
j∈Z

|unj |2, ûn(ξ) = h
∑
j∈Z

unj e
−ijhξ, |ξ| ≤ π

h
.

等价地，把 unj 延拓为单元 [xj − h/2, xj + h/2) 上的分片常值网格函数。离散 Fourier 逆变换与
Parseval 恒等式为

unj =
1

2π

∫ π/h

−π/h
ûn(ξ)eijhξ dξ,

h
∑
j

|unj |2 =
1

2π

∫ π/h

−π/h
|ûn(ξ)|2 dξ.

若两层标量格式在 Fourier 空间满足

ûn+1(ξ) = G(hξ)ûn(ξ),

则
‖un‖2ℓ2h =

1

2π

∫
|G(hξ)|2n|û0(ξ)|2 dξ.

因此 supθ,n |G(θ)|n ≤ K 蕴含
‖un‖ℓ2h ≤ K

∥∥u0∥∥
ℓ2h
.

在固定有限时间 nτ ≤ T 的一般定义下，|G| ≤ 1+Cτ 也足够，因为 (1 +Cτ)n ≤ eCT；本章无增
长模型通常直接检验 |G| ≤ 1。

定理 6.2 (Fourier 模态界通过 Parseval 推出离散二范数稳定). 若周期或整线常系数格式满足

ûn+1(ξ) = G(hξ)ûn(ξ), sup
θ

|G(θ)| ≤ 1 + Cτ,

则对 nτ ≤ T，
‖un‖ℓ2h ≤ eCT ‖u0‖ℓ2h .

特别地，若 |G| ≤ 1，离散二范数不增。

证明. 递推给 ûn(ξ) = G(hξ)nû0(ξ)。由离散 Parseval 恒等式，

‖un‖2ℓ2h =
1

2π

∫ π/h

−π/h
|G(hξ)|2n|û0(ξ)|2 dξ

≤ (1 + Cτ)2n‖u0‖2ℓ2h ≤ e2CT ‖u0‖2ℓ2h .

取平方根即得结论。这个证明依赖 Parseval 与 Fourier 对角化；边界或变系数破坏对角化时，不
能只逐模态检查而跳过边界闭合。
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对系统或多步格式，令 Un+1 = G(θ)Un，稳定目标为

sup
n≥0

sup
θ∈[−π,π]

‖G(θ)n‖ <∞.

仅有 ρ(G) ≤ 1 不够：单位圆特征值必须半单，相似变换还必须对波数一致良态。
例题 6.2 (谱半径并不充分).

G =

(
1 1

0 1

)
, Gn =

(
1 n

0 1

)
.

虽有 ρ(G) = 1，矩阵幂仍线性增长。

6.3.2 二次多项式的闭单位圆根判据
引理 6.3 (实系数二次式的根条件). 设

p(χ) = χ2 + bχ+ c, b, c ∈ R.

两根都位于闭单位圆内当且仅当
|b| ≤ 1 + c ≤ 2 .

两根都位于开单位圆内当且仅当 |b| < 1 + c < 2。闭单位圆判据只控制根的位置；若单位圆上出
现重根，还须另查半单性。
完整证明. 设两根为 χ1, χ2。若 |χi| ≤ 1，则 c = χ1χ2 ≤ 1。当两根为共轭复根时，p(1) = |1−χ1|2 ≥ 0、
p(−1) = |1 + χ1|2 ≥ 0；当两根为实根且位于 [−1, 1] 时同样有 p(±1) ≥ 0。故

1 + b+ c ≥ 0, 1− b+ c ≥ 0, c ≤ 1,

即 |b| ≤ 1 + c ≤ 2。
反之，条件给 p(1) ≥ 0、p(−1) ≥ 0 以及 −1 ≤ c ≤ 1。若根为非实共轭对，则 c = |χ1|2 ≤ 1。

若根为实数而有一根 > 1，由 p(1) = (1 − χ1)(1 − χ2) ≥ 0 可知另一根也 ≥ 1，于是 c ≥ 1；除
χ1 = χ2 = 1 外均矛盾。根 < −1 的情形由 p(−1) ≥ 0 同理排除。严格不等式恰好排除 ±1 及
|c| = 1 的边界情形。

6.3.3 参数矩阵族临界频率附近的一致幂有界
定理 6.4 (板书中的参数矩阵族判据). 设 G̃(σ) ∈ Cp×p 是 2π 周期的 Cs 矩阵族。对每个 σ0，假
设下列三种情形至少有一种成立：

(i) G̃(σ0) 有 p 个互异特征值；
(ii) ρ(G̃(σ0)) < 1；

(iii) 存在 s ≥ 1，使
G̃(j)(σ0) = γjI, j = 0, . . . , s− 1,

且 G̃(s)(σ0) 有 p 个互异特征值。
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则
sup
σ,n

∥∥∥G̃(σ)n∥∥∥ <∞ ⇐⇒ ρ(G̃(σ)) ≤ 1 对所有 σ 成立.

完整证明. 必要性由 ρ(Gn) ≤ ‖Gn‖ 立即得到。对充分性，在互异谱点附近可连续选择特征向量，
相似变换及其逆在一个小邻域内一致有界；在 ρ < 1 的点附近，连续性给出统一余量 ρ ≤ q < 1，
矩阵幂因而一致有界。第三种情形由 Taylor 展开

G̃(σ0 + z) =

s−1∑
j=0

γj
j!
zjI +

zs

s!
H(z), H(0) = G̃(s)(σ0),

化为互异谱矩阵族 H(z) 的一致对角化；前面的标量多项式不改变特征向量。最后由频率区间的
紧性取有限子覆盖。该导数条件正是处理“临界点处矩阵为标量阵、离开临界点后特征值才分裂”
的板书工具。

6.4 常系数热方程：FTCS、后向 Euler 与 Crank–Nicolson

对 ut = κuxx，令 r = κτ/h2。FTCS 为

un+1
j = (1− 2r)unj + r(unj−1 + unj+1).

代入 unj = ûneijθ 得
GFTCS = 1 + r(eiθ − 2 + e−iθ) = 1− 4r sin2 θ

2
.

故 |G| ≤ 1 对所有频率成立当且仅当 0 ≤ r ≤ 1/2；此时更新也是非负凸组合，兼有 ℓ∞ 稳定性。
后向 Euler 为

un+1
j − r(un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 ) = unj ,

故
GBE =

1

1 + 4r sin2(θ/2)
.

Crank–Nicolson 为

un+1
j − unj

τ
=
κ

2
δ2x(u

n+1
j + unj ), GCN =

1− 2r sin2(θ/2)

1 + 2r sin2(θ/2)
.

两者在 Fourier ℓ2 意义下对 r ≥ 0 无条件稳定。BE 时间一阶且强阻尼；CN 时间二阶，但 r 大时
最高频接近 −1，所以无条件稳定不等于单调或无振荡。

6.5 Richardson 与 Du Fort–Frankel 的完整根分析
Richardson 格式

un+1
j − un−1

j

2τ
= δ2xu

n
j

代入 unj = χneijθ 得
χ2 + 8r sin2 θ

2
χ− 1 = 0, r =

τ

h2
.
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令 q = 4r sin2(θ/2) > 0，两根为
χ± = −q ±

√
1 + q2.

其中 χ− < −1，故除零频率外均有增长根，Richardson 不稳定。
Du Fort–Frankel 格式为

un+1
j − un−1

j

2τ
=
unj+1 − un+1

j − un−1
j + unj−1

h2
,

即
(1 + 2r)un+1

j = (1− 2r)un−1
j + 2r(unj−1 + unj+1).

Fourier 代入给完整特征方程

(1 + 2r)χ2 − 4r cos θ χ− (1− 2r) = 0,

或
χ2 + bχ+ c = 0, b = −4r cos θ

1 + 2r
, c = −1− 2r

1 + 2r
.

定理 6.5 (DFF 的 Fourier 无条件稳定性). 对任意 r ≥ 0，DFF 的两个特征根均在闭单位圆内，
并且相应相伴矩阵族关于波数一致幂有界；故该格式在 Fourier 意义下无条件稳定。
完整证明. 现在

1 + c =
4r

1 + 2r
, |b| ≤ 4r

1 + 2r
= 1 + c ≤ 2.

由二次根判据，两根对任意 r ≥ 0、任意 θ 均在闭单位圆。若出现重根，则判别式为零，即

1− 4r2 sin2 θ = 0;

此时重根严格位于单位圆内。单位圆上的根只可能在 θ = 0, π，且另一根与之不同。结合参数矩
阵族判据，相伴矩阵幂对波数一致有界，因此 DFF 在 Fourier 意义下无条件稳定。

稳定不等于相容。精确解代入 DFF，时间中心差分为

u(t+ τ)− u(t− τ)

2τ
= ut +

τ2

6
uttt +O(τ4),

而右端为
uxx +

h2

12
uxxxx −

τ2

h2
utt +O

(
h4 +

τ4

h2

)
.

故
T n
j =

τ2

6
uttt −

h2

12
uxxxx +

τ2

h2
utt +O

(
τ4 + h4 +

τ4

h2

)
,

即 O(τ2 + h2 + τ2/h2)。相容必须满足 τ/h→ 0；只有再结合稳定性才能沿该网格族得到收敛。

6.6 Schrödinger 实虚部系统与严格 Jordan 临界
考虑

ut = −vxx, vt = uxx, ψ = u+ iv,
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于是 ψt = iψxx。顺序半隐式格式为

un+1
j − unj

τ
= −

vnj+1 − 2vnj + vnj−1

h2
,

vn+1
j − vnj

τ
=
un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

h2
.

此处 λ = τ/h2。令 s = sin(σ/2)，对 Un = (ûn, v̂n)T，

G(σ) =

(
1 4λs2

−4λs2 1− 16λ2s4

)
, χ2 − (2− 16λ2s4)χ+ 1 = 0.

令 q = 4λs2，迹为 2− q2。根积为一，闭单位圆根条件给 |2− q2| ≤ 2，即 q ≤ 2；对全频率先得
λ ≤ 1/2。

定理 6.6 (顺序半隐式 Schrödinger 分裂的严格稳定条件). 在矩阵幂对全波数一致有界的稳定定
义下，格式稳定当且仅当

λ <
1

2
.

完整证明. 当 0 ≤ λ < 1/2 时，令 qmax = 4λ < 2，并定义

cosω = 1− q2

2
, sinω = q

√
1− q2

4
.

Cayley–Hamilton 恒等式给

Gn = cos(nω)I + sin(nω)
sinω (G− cosωI),

且
G− cosωI

sinω =
1√

1− q2/4

(
q/2 1

−1 −q/2

)
.

因 q ≤ qmax < 2，右端一致有界；q = 0 时 G = I。故矩阵幂一致有界。
若 λ > 1/2，最高频 s2 = 1 给 q > 2，一根模大于一。临界 λ = 1/2, s2 = 1 时

G =

(
1 2

−2 −3

)
, det(χI −G) = (χ+ 1)2,

但 G 6= −I。写 G = −I +N，其中 N 6= 0, N2 = 0，则

Gn = (−1)n(I − nN),

故 ‖Gn‖ ∼ Cn。临界等号必须排除。
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6.7 输运格式逐项 Fourier 比较与 CFL 必要条件
考虑

ut + aux = 0, u(x, 0) = u0(x), u(x, t) = u0(x− at), ν =
aτ

h
.

特征线是 x− at = C。a > 0 时信息从左向右，上游在左；a < 0 时信息从右向左，上游在右。以
下先取 a > 0。

6.7.1 顺风、迎风与 FTCS 中心格式
前向时间、前向空间的顺风格式为

un+1
j = (1 + ν)unj − νunj+1,

Gdown = 1 + ν − νeiθ, |Gdown|2 = 1 + 4ν(1 + ν) sin2 θ

2
> 1

（非零频率），故不稳定。
前向时间、后向空间的迎风格式为

un+1
j = (1− ν)unj + νunj−1,

Gup = 1− ν + νe−iθ, |Gup|2 = 1− 4ν(1− ν) sin2 θ

2
.

故 0 ≤ ν ≤ 1 时稳定，并且更新是凸组合。
FTCS 中心格式为

un+1
j = unj − ν

2
(unj+1 − unj−1),

GFTCS = 1− iν sin θ, |GFTCS|2 = 1 + ν2 sin2 θ > 1,

故一般不稳定。三者的差别来自空间差分方向，而不是时间差分。

6.7.2 Lax–Friedrichs：稳定与相容分开

un+1
j =

1

2
(unj+1 + unj−1)−

ν

2
(unj+1 − unj−1),

GLF = cos θ − iν sin θ, |GLF |2 = 1− (1− ν2) sin2 θ.

故 Fourier 稳定条件为 |ν| ≤ 1。精确解代入给

T = ut + aux −
h2

2τ
uxx +

τ

2
utt +

ah2

6
uxxx +O

(
τ2 +

h4

τ
+ h4

)
,

所以相容除 τ → 0 外还要求 h2/τ → 0。
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6.7.3 连续依赖域、数值依赖域与 CFL

精确解在 (xj , tn) 只依赖初始点 xj − atn。若显式一步格式每步最多使用左右各 m 个网格点，
则从 (xj , tn) 回溯一步的数值依赖区间为 [xj −mh, xj +mh]。收敛的必要条件是连续依赖域包含
在数值依赖域内：

xj − aτ ∈ [xj −mh, xj +mh], 即 |a|τ ≤ mh.

三点一步模板 m = 1 时得到 |ν| ≤ 1。

定理 6.7 (线性输运格式的 CFL 必要条件). 设显式线性格式每一步只读取 j −m, . . . , j +m 的
旧层数据，并且对 ut + aux = 0 在固定 T = nτ 上对任意有界连续初值一致收敛。则必须有
|a|τ ≤ mh。

完整证明. 经过 n步，数值解 Un
j 只依赖初值网格点 [xj−nmh, xj+nmh]。精确解却等于 u0(xj−

anτ)。若 |a|τ > mh，则精确足点 xj −anτ 位于数值依赖区间之外，且二者距离随 n线性增长。可
取两个有界连续初值 u0, v0，使它们在数值依赖区间上完全相同，而在精确足点附近分别取 0 与
1。由于格式读取到的数据相同，两组数值解在 (j, n) 相等；但对应精确解相差 1。这与对任意初
值的一致收敛矛盾。因此连续依赖域必须包含在数值依赖域内，即 |a|nτ ≤ nmh，约去 n 得所述
条件。

s(xj , tn)

s s s
xj−m xj xj+m

�
�

�
�

�

@
@

@
@
@

�
�

��	d连续足点 xj − aτ 数值依赖锥

图 6.1: 连续依赖点必须落在数值依赖区间内；否则不可能对任意初值收敛。

6.7.4 leapfrog 的严格临界条件

un+1
j = un−1

j − ν(unj+1 − unj−1).

代入 unj = χneijθ 得

χ2 + 2iν sin θ χ− 1 = 0, χ± = −iν sin θ ±
√

1− ν2 sin2 θ.

当 |ν| < 1时两根对全频率位于单位圆且不在临界频率形成非半单重根；当 |ν| > 1时取 | sin θ| = 1

即有增长根。当 |ν| = 1 且 | sin θ| = 1 时出现非半单重复单位模根，相伴矩阵含 Jordan 块。因此
矩阵幂一致有界意义下

|ν| < 1 .

它是三层格式，还须用相容的一步法提供 u1。
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6.7.5 Lax–Wendroff 的完整 Taylor 推导
从时间 Taylor 展开

u(xj , tn+1) = u+ τut +
τ2

2
utt +O(τ3)

出发。由 PDE
ut = −aux, utt = −a(ut)x = a2uxx.

再用空间中心近似
ux =

unj+1 − unj−1

2h
+O(h2),

uxx =
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+O(h2),

得到
un+1
j = unj − ν

2
(unj+1 − unj−1) +

ν2

2
(unj+1 − 2unj + unj−1).

其残差为 O(τ2 + h2)（固定 Courant 比），放大因子为

GLW = 1− iν sin θ + ν2(cos θ − 1),

|GLW |2 = 1− 4ν2(1− ν2) sin4 θ

2
.

故 |ν| ≤ 1 时稳定。图 6.1 同时解释该条件的依赖域必要性。

6.8 变系数非散度型扩散：显式与 CN 型格式
考虑周期问题

ut = a(x, t)uxx, 0 < a0 ≤ a(x, t), λ =
τ

h2
.

6.8.1 显式格式的最大模与误差递推
令 γnj = λanj，格式为

un+1
j = (1− 2γnj )u

n
j + γnj (u

n
j+1 + unj−1).

若 0 ≤ γnj ≤ 1/2，三系数非负且和为一，故

∥∥un+1
∥∥
∞ ≤ ‖un‖∞ ,

τ

h2
‖a‖∞ ≤ 1

2

是统一充分条件。精确解代入产生 Rn
j = O(τ + h2)。设 enj = u(xj , tn)− unj，则

en+1
j = (1− 2γnj )e

n
j + γnj (e

n
j+1 + enj−1) + τRn

j .

逐层取最大模， ∥∥en+1
∥∥
∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖Rn‖∞ ,
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从而在 tn ≤ T 时

‖en‖∞ ≤
∥∥e0∥∥∞ + τ

n−1∑
m=0

‖Rm‖∞ ≤
∥∥e0∥∥∞ + CT (τ + h2).

6.8.2 变系数 Crank–Nicolson 型格式
板书格式为

δ+t u
n
j =

1

2
anj δ

2
xu

n
j +

1

2
an+1
j δ2xu

n+1
j .

记 γnj = λanj，整理新旧层系数得

(1 + γn+1
j )un+1

j −
γn+1
j

2
(un+1

j−1 + un+1
j+1 )

= (1− γnj )u
n
j +

γnj
2
(unj−1 + unj+1).

以 tn+1/2 为中心展开时间平均，并对两个时层使用中心空间差分，得到

T n+1/2
j = O(τ2 + h2).

常系数 a 时
G =

1− 2λa sin2(θ/2)

1 + 2λa sin2(θ/2)
,

故 Fourier ℓ2 无条件稳定。变系数 ℓ∞ 分析则不同：左端矩阵 An+1 是行和为一的 M-矩阵，A−1
n+1 ≥ 0

且 ‖A−1
n+1‖∞ = 1；若 0 ≤ γnj ≤ 1，右端矩阵 Bn 非负且行和为一，于是

∥∥un+1
∥∥
∞ ≤

∥∥A−1
n+1

∥∥
∞ ‖Bnu

n‖∞ ≤ ‖un‖∞ .

因此“常系数 ℓ2 无条件稳定”和“变系数 ℓ∞ 在 γnj ≤ 1 下稳定”是两条不同结论。

6.9 散度型变系数扩散：半网格通量与完整误差链
对

ut = (a(x, t)ux)x,

令
qnj+1/2 = anj+1/2

unj+1 − unj
h

.

守恒格式是
un+1
j − unj

τ
=
qnj+1/2 − qnj−1/2

h
.

在半网格点作 Taylor 展开：

u(xj+1, tn)− u(xj , tn)

h
= ux(xj+1/2, tn) +

h2

24
uxxx(xj+1/2, tn) +O(h4),
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故
qnj+1/2 = (aux)(xj+1/2, tn) +O(h2).

两个半网格通量再作中心差，

qnj+1/2 − qnj−1/2

h
= (aux)x(xj , tn) +O(h2).

与 δ+t u = ut +O(τ) 合并，得到局部截断误差

Rn
j = O(τ + h2).

令 ηnj±1/2 = τanj±1/2/h
2，数值格式写成

un+1
j = (1− ηnj+1/2 − ηnj−1/2)u

n
j + ηnj+1/2u

n
j+1 + ηnj−1/2u

n
j−1.

误差满足完全同型的递推

en+1
j = (1− ηnj+1/2 − ηnj−1/2)e

n
j + ηnj+1/2e

n
j+1 + ηnj−1/2e

n
j−1 + τRn

j .

若 a ≥ 0 且 ηnj+1/2 + ηnj−1/2 ≤ 1，则
∥∥en+1

∥∥
∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖Rn‖∞ ,

迭代即得
‖en‖∞ ≤

∥∥e0∥∥∞ + CT (τ + h2).

半网格位置和两个通量之间的负号是证明成立的关键。

6.10 离散最大值原理、唯一性与比较定理
令内部节点集合为 I、边界节点集合为 B，

(Dhu)j = djjuj −
∑

k∈N(j)

djkuk, j ∈ I.

假设 djk ≥ 0、djj ≥
∑

k djk；内部网格图与边界相连，并且每个内部连通分量至少有一个严格对
角占优点或边界耦合。

定理 6.8 (离散最小值原理). 若 Dhu ≥ 0 于内部，且 u ≥ 0 于边界，则 u ≥ 0 于全网格。

完整证明. 反设内部有负最小值 m = uj0 < 0。所有邻点 uk ≥ m，故

(Dhu)j0 =

(
dj0j0 −

∑
k

dj0k

)
m+

∑
k

dj0k(m− uk) ≤ 0.

与 Dhu ≥ 0 合并知所有项均取等号。于是所有正权邻点也取值 m；若本点严格占优则第一项严
格为负，已矛盾。否则负最小值沿正权边传播，由连通性最终到达边界或严格占优点，分别与边
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界非负或严格不等式矛盾。

推论 6.9 (唯一性). 若 Dhu = 0 且边界为零，分别对 u 和 −u 应用最小值原理，得 u ≡ 0。

定理 6.10 (离散比较定理). 设 Dhu = f、边界值为 g；DhU = F、边界值为 G。若 |f | ≤ F、
|g| ≤ G，则 |u| ≤ U。

完整证明. 对 U − u 与 U + u，内部有 Dh(U ∓ u) = F ∓ f ≥ 0，边界有 G∓ g ≥ 0。最大值原理
给 U − u ≥ 0、U + u ≥ 0，即 −U ≤ u ≤ U。

6.11 非线性扩散的中值定理凸组合
对

ut = (f(u))xx,

显式格式为
un+1
j = unj + λ

[
f(unj+1)− 2f(unj ) + f(unj−1)

]
, λ =

τ

h2
.

把两个差分别使用中值定理：

f(unj+1)− f(unj ) = f ′(ξ+)(u
n
j+1 − unj ),

f(unj )− f(unj−1) = f ′(ξ−)(u
n
j − unj−1).

于是
un+1
j = [1− λf ′(ξ+)− λf ′(ξ−)]u

n
j + λf ′(ξ+)u

n
j+1 + λf ′(ξ−)u

n
j−1.

若 0 ≤ f ′(z) ≤ L且 2λL ≤ 1，三系数非负且和为一，故有最大模稳定与比较性质。模型是 (f(u))xx，
不是 (f(ux))x。

6.12 离散内积、范数、分部求和与 Green 公式
在 xj = jh、j = 0, . . . ,M 上，为明确端点是否计入，定义四种离散乘积：

〈u, v〉h = h
M−1∑
j=1

ujvj , [u, v)h = h
M−1∑
j=0

ujvj ,

(u, v]h = h
M∑
j=1

ujvj , [u, v]h = h
M∑
j=0

ujvj .

相应范数由自乘定义，例如

‖u‖20,h = 〈u, u〉h, ‖u‖2+,h = [u, u)h, ‖u‖2full,h = [u, u]h.

这些记号只是在不同差分算子定义域上避免漏掉端点。
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引理 6.11 (离散分部求和). 若 qj 定义于 j = 0, . . . ,M − 1，vj 定义于 j = 0, . . . ,M，则

h
M−1∑
j=1

(D−q)jvj = −h
M−1∑
j=0

qj(D
+v)j + qM−1vM − q0v0.

完整证明. 展开左端并移动指标：
M−1∑
j=1

(qj − qj−1)vj =
M−1∑
j=1

qjvj −
M−2∑
j=0

qjvj+1.

在右端补入并减去 q0v0、qM−1vM，即得到所述恒等式。

板书还使用两个直接的离散乘积恒等式：

h

M−1∑
j=0

(D+u)j uj =
u2M − u20

2
− h

2

M−1∑
j=0

|D+uj |2,

h

M−1∑
j=0

(D+u)j uj+1 =
u2M − u20

2
+
h

2

M−1∑
j=0

|D+uj |2.

它们来自 2a(a− b) = a2 − b2 + (a− b)2 及其变形。
取 q = D+u 得含边界通量的离散 Green 公式：

〈δ2xu, v〉h = −h
M−1∑
j=0

(D+u)j(D
+v)j + (D+u)M−1vM − (D+u)0v0.

因此：
(i) 若 v0 = vM = 0，边界通量消失；

(ii) 若 u, v 均周期且端点差分通量匹配，两端通量相消；

(iii) 非齐次边界下必须保留两项，不能直接套齐次公式。

6.13 热方程 FTCS 的完整离散能量估计
考虑

ut − auxx = 0, x ∈ (0, l), u(0, t) = u(l, t) = 0,

及 FTCS
un+1 − un = r∆0u

n, r =
aτ

h2
, ∆0uj = uj+1 − 2uj + uj−1.

定理 6.12 (FTCS 能量强制性与衰减). 若 0 ≤ r < 1/2 且边界齐次，则下述能量 En 与 ‖un‖22 等
价并单调不增；等号 r = 1/2 时该能量退化。

完整证明. 令 ∇+
0 uj = uj+1 − uj，并与乘子 un+1 + un 作离散内积：

∥∥un+1
∥∥2
2
− ‖un‖22 = r〈∆0u

n, un+1 + un〉.
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齐次边界的 Green 公式给
= −r〈∇+

0 u
n,∇+

0 u
n+1 +∇+

0 u
n〉.

使用
2〈p, p+ q〉 = ‖p+ q‖2 + ‖p‖2 − ‖q‖2

并逐项移到等式两边，得到(∥∥un+1
∥∥2
2
− r

2

∥∥∇+
0 u

n+1
∥∥2
2

)
−
(
‖un‖22 −

r

2

∥∥∇+
0 u

n
∥∥2
2

)
= −r

2

∥∥∇+
0 (u

n+1 + un)
∥∥2
2
≤ 0.

因此取
En = ‖un‖22 −

r

2

∥∥∇+
0 u

n
∥∥2
2
.

又由 ∑
j

|uj+1 − uj |2 ≤ 2
∑
j

(|uj+1|2 + |uj |2) ≤ 4
∑
j

|uj |2

得逆估计 ‖∇+
0 u‖22 ≤ 4‖u‖22，所以

(1− 2r) ‖un‖22 ≤ En ≤ ‖un‖22 .

当 0 ≤ r < 1/2 时能量具有强制性且单调不增。临界 r = 1/2 的 Fourier 稳定可单独成立，但这
一个能量在等号处退化。后向 Euler 则与 un+1 作内积，直接得到无条件能量衰减。

6.14 有限区间 leapfrog：显式能量、边界通量与闭合
考虑

ut − ux = 0, x ∈ (0, l),

速度为 −1，所以 x = l 是入流边界，x = 0 是出流边界。右端给齐次入流数据 unM = 0，内部格
式为

un+1
j = un−1

j + γ(unj+1 − unj−1), γ =
τ

h
, 1 ≤ j ≤M − 1.

左端数值闭合为
un0 =

un+1
1 + un−1

1

2
.

定理 6.13 (有界区间 leapfrog 的能量稳定性). 若 0 < γ < 1、右端齐次入流且左端采用上述出流
闭合，则下述二层能量与相邻两层内部 ℓ2 范数等价，并满足 En ≤ En−1。

完整证明. 令内部范数
‖v‖2I =

M−1∑
j=1

v2j ,

并定义中心差分双线性型
B(v, w) =

M−1∑
j=1

(vj+1 − vj−1)wj .
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由直接移指标且 vM = wM = 0，

B(v, w) +B(w, v) = −v0w1 − w0v1.

内部方程乘以 un+1
j + un−1

j 并求和：
∥∥un+1

∥∥2
I
−
∥∥un−1

∥∥2
I
= γB(un, un+1) + γB(un, un−1).

定义显式二层能量

En =
∥∥un+1

∥∥2
I
+ ‖un‖2I − γB(un, un+1)− γun0u

n+1
1 .

于是

En − En−1 = γ
[
B(un, un−1) +B(un−1, un)

]
− γun0u

n+1
1 + γun−1

0 un1

= −γun0 (un+1
1 + un−1

1 ).

代入闭合条件即得
En − En−1 = −2γ(un0 )

2 ≤ 0.

还需证明能量强制性。注意

B(un, un+1) + un0u
n+1
1 =

M−1∑
j=1

unj+1u
n+1
j −

M−1∑
j=2

unj−1u
n+1
j .

Cauchy–Schwarz 与 2ab ≤ a2 + b2 给
∣∣B(un, un+1) + un0u

n+1
1

∣∣ ≤ ‖un‖2I +
∥∥un+1

∥∥2
I
.

因此当 0 < γ < 1，

(1− γ)(
∥∥un+1

∥∥2
I
+ ‖un‖2I) ≤ En ≤ (1 + γ)(

∥∥un+1
∥∥2
I
+ ‖un‖2I),

且 En ≤ En−1，得到完整能量稳定性。

精确解代入闭合，分别在 (x0, tn) 对空间和时间展开：

u(x1, tn±1) = u(x0, tn) + hux ± τut +
τ2

2
utt +O(h2 + hτ + τ3).

两式相加消去奇次时间项，故边界残量

Rn
0 = u(x0, tn)−

u(x1, tn+1) + u(x1, tn−1)

2
= O(h+ τ2).

它不同于内部 leapfrog 的截断误差；整体精度必须联合内部相容、边界残量与能量稳定性。
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6.15 板书主线、真题映射与复习检查

分析链 必须能写出的中间步骤 对应真题或同型题
Fourier–Parseval 网格 Fourier、Parseval、Gn 到

ℓ2h

热方程与输运稳定题

二次根/矩阵族 |b| ≤ 1+c ≤ 2、导数临界条件、
Jordan

Richardson–DFF、Schrödinger、
leapfrog

热方程 Taylor、FTCS/BE/CN 放大因
子、能量强制性

2024 秋 Q4；2026 春 Q5

输运 迎/顺风因子、LF 网格路径、
CFL 图、LW 推导

2024 春 Q4；2025 春 Q5；2026
春 Q4

变系数扩散 显式/CN 系数、半网格 Taylor、
最大模误差

培训例题

椭圆单调性 M-矩阵条件、负最小点传播、比
较函数

2024 春 Q5；2024 秋 Q5；2026
春 Q5

能量与边界 四类内积、分部求和、Green、
显式 En

2025 春 Q5；培训 leapfrog 例
题

2023 秋 Q5 的三阶色散方程、2024 春 Q4 与 2025 秋 Q5 的波动方程真题仍在真题章完整保
留，但不与本章 Schrödinger 分裂混同。一般 Poisson、有限元、谱方法、复杂边界及系统耗散/色
散专题不扩为主线。

易错点
必须区分 r = κτ/h2、λ = τ/h2、ν = aτ/h；只查谱半径会漏掉 Jordan 临界；DFF 无条
件稳定不等于任意网格路径收敛；LF 的 CFL 之外还有 h2/τ → 0；分部求和必须保留边

界通量；半网格通量不能写成非散度型中心差分；出流闭合不是物理入流条件。

复习检查
能否从 Parseval 推到离散 L2 稳定？能否证明实二次式根判据并说明重根半单性？能否写

出矩阵族导数条件？能否完整证明 DFF无条件稳定并给出相容路径？能否逐项求迎风、顺
风、FTCS、LF 的放大因子？能否由依赖域图推出 CFL？能否从 Taylor 推导 LW？能否
展开半网格通量并迭代误差？能否整理变系数 CN 的新旧层系数？能否写出四种内积、分
部求和和 Green 公式？能否逐步构造热方程与有界区间 leapfrog 的显式能量？

6.16 板书范围的状态化阅读
本章主线严格对应最新 24 张照片合并出的 23 个独立黑板状态。审计对象不是“方法名称是

否出现”，而是 30 个 training_core 下的 176 个公式级单元。最终映射维持

171 fully_reproduced + 5 equivalently_reproduced,
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无 missing、partial、conflict 或 unreadable。等价复现指符号或推导顺序改变但数学链完整，不
是只保留结论。

6.17 FTCS、后向 Euler 与 Crank–Nicolson 的统一 Fourier 推导
热方程 ut = auxx，记

µ =
aτ

h2
, δxxUj = Uj+1 − 2Uj + Uj−1.

FTCS：
Un+1
j = Un

j + µδxxU
n
j .

代入模态 Un
j = gneijθ 得

gF = 1− 4µ sin2(θ/2).

要求所有 θ 下 |gF| ≤ 1，等价于
0 ≤ µ ≤ 1

2
.

后向 Euler：
Un+1
j = Un

j + µδxxU
n+1
j , gB =

1

1 + 4µ sin2(θ/2)
,

对 µ ≥ 0 无条件稳定。
Crank–Nicolson：

Un+1
j = Un

j +
µ

2

(
δxxU

n+1
j + δxxU

n
j

)
,

gCN =
1− 2µ sin2(θ/2)

1 + 2µ sin2(θ/2)
.

其绝对值不超过一，但当 µ 很大且高频 sin2(θ/2) ≈ 1 时 gCN ≈ −1，高频会交替而弱阻尼；“无
条件稳定”不等于“所有步长都无振荡且准确”。

6.18 Richardson 与 Du Fort–Frankel 的三层根
Richardson 中心时间格式为

Un+1
j − Un−1

j

2τ
= a

δxxU
n
j

h2
.

模态给
g2 + 8µ sin2(θ/2)g − 1 = 0.

根积为 −1，若非零频率有一个根模小于一，另一个必大于一，因此不稳定。
Du Fort–Frankel 用

−2Un
j 替换为 − (Un+1

j + Un−1
j )

进入空间差分，得到
(1 + 2µ)Un+1

j = 4µ cos θ Un
j + (1− 2µ)Un−1

j .
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其二次放大根可对所有 µ ≥ 0 控制在闭单位圆内，但一致性展开包含

τ2

h2
utt

型项。因此除 τ, h→ 0 外还需 τ/h→ 0 才逼近原热方程。稳定与一致性必须分开报告。

6.19 输运格式的耗散与色散
对 ut + cux = 0，ν = cτ/h。当 c > 0，迎风格式

Un+1
j = Un

j − ν(Un
j − Un

j−1)

的放大因子
g = 1− ν + νe−iθ,

|g|2 = 1− 2ν(1− ν)(1− cos θ).

故 0 ≤ ν ≤ 1 稳定。其修正方程含正人工扩散

ut + cux =
ch

2
(1− ν)uxx + · · · ,

解释数值耗散。
Lax–Wendroff 因子为

g = 1− iν sin θ + ν2(cos θ − 1),

在 |ν| ≤ 1 稳定且二阶，但主要误差含三阶导，常表现为色散振荡。高阶不自动保持单调性。

6.20 二次根、半单性与一致幂有界
三层格式常得到

g2 − a(θ)g − b(θ) = 0.

逐频率要求根落在闭单位圆还不够：若单位圆根重合且伴随矩阵不可对角化，则

An = λn(I + nN/λ)

线性增长。因而临界频率必须检查重根是否半单；对参数连续族还要控制接近临界时特征向量条
件数，才能获得对网格频率一致的幂界。

Schrödinger 实虚分裂所得放大矩阵与波动方程三层格式结构不同。前者常利用旋转/酉结构，
后者依赖离散能量与 CFL；二者不能因都出现 2× 2 矩阵就互换结论。
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6.21 离散能量与边界通量
对有限区间，Fourier 模态一般不再对角化边界。定义

〈U, V 〉h = h

J−1∑
j=1

UjVj , ‖D+U‖2h = h

J−1∑
j=0

(
Uj+1 − Uj

h

)2

.

离散分部求和为
〈−δxxU, V 〉h = 〈D+U,D+V 〉h −边界通量.

齐次 Dirichlet 条件使相应边界项消失；非齐次或 Neumann 条件必须显式处理，不能在求和中静
默丢掉。

对波动方程中心格式，乘以时间中心差并求和，可构造离散动能加势能。CFL 条件保证能量
中的交叉项可控制且整体正定，从而得到

En+1/2 ≤ CE1/2

或守恒式。能量法直接适配有限边界，也是第三节板书新增内容不可省略的原因。

6.22 变系数通量形式与最大值原理
对

ut = (a(x)ux)x, a(x) ≥ a0 > 0,

自然离散为
(aux)x(xj) ≈

1

h

[
aj+1/2

Uj+1 − Uj

h
− aj−1/2

Uj − Uj−1

h

]
.

半网格系数应由物理通量与界面连续性选择；强跳跃介质常采用调和平均。显式更新若可写成非
负系数凸组合，便得到离散最大值原理、唯一性与 l∞ 稳定。系数非负条件同时产生步长限制。

易错点
谱方法、有限元、完整 Poisson 理论和三阶色散方程若出现在历史真题，只保留在唯一真
题解答与 boundary 映射中，不回灌为当前培训主线。最新理论主线以 30 core/176 单元为
准。

自测

1. 推导热方程三种基础格式的放大因子并比较阻尼。

2. 为什么 Richardson 的根积立即暗示不稳定？

3. Du Fort–Frankel 无条件稳定后还需什么网格比例保证一致性？

4. 单位圆重根为什么必须检查半单性？

5. 在有限区间能量估计中，边界条件具体消去哪一项？
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7.1 渐近序列、展开与误差
{ϕn} 为渐近序列若 ϕn+1 = o(ϕn)。f ∼

∑
anϕn 表示对每个固定 N，余项 f −

∑N
n=0 anϕn =

o(ϕN )；不意味着级数收敛。正则摄动在原域逐项有效，奇异摄动会改变最高阶或边界条件数量，
需内外展开与匹配。

7.2 量纲分析、无量纲化与定量模型边界
设物理量 q1, . . . , qn 由 r 个基本量纲表示，量纲指数列组成矩阵 D ∈ Rr×n。无量纲单项式

Π =
∏n

j=1 q
aj
j 的充要条件是 Da = 0。

定理 7.1 (Buckingham Π 定理的线性代数形式). 若量纲矩阵秩为 s，则存在 n− s 个线性无关的
无量纲组合 Π1, . . . ,Πn−s。任何量纲一致的关系可改写为这些组合间的关系；局部奇异或某些物
理量为零的情形需另行检查。

证明. 无量纲指数向量正是 kerD，由秩—零度定理其维数为 n− s，选一组基即得独立 Π 组。改
变基本单位相当于沿 D 的行空间对 log q 平移；量纲一致关系在这种缩放作用下不变，因而只
依赖商空间 Rn/ row(D) 的坐标，也就是零空间基给出的无量纲组合。反过来，每个 Πj 的指数
向量属于 kerD，所以改变基本单位时 Πj 的缩放指数为 Daj = 0，数值保持不变；因而任意
F (Π1, . . . ,Πn−s) = 0 也保持不变。

例题 7.1 (阻力系数与 Reynolds 数). 球体阻力 F 若只依赖密度 ρ、速度 U、直径 L 和动力黏度
µ，变量数为五，基本量纲秩为三，故有两个无量纲组。可取

CD =
F

ρU2L2
, Re =

ρUL

µ
,

于是量纲分析只给 CD = Φ(Re)，并不能决定 Φ。后者仍需方程、渐近极限或实验；这正是定量
建模的边界。

模型题应先列变量、单位和量纲矩阵，再求零空间；随后选择使主导项为 O(1) 的尺度，无
量纲化方程并识别小参数，最后才作主导平衡、展开和有效域判断。只写一组 Π 而不检查独立性，
或把量纲一致性误当作动力学定律，均不是完整答案。
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7.3 Laplace 方法与 Watson 引理
若 ϕ 在内点 x0 有唯一非退化最大值、ϕ′′(x0) < 0，则

∫ b

a
eλϕ(x)g(x) dx ∼ eλϕ(x0)g(x0)

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

完整证明. 把积分分成 x0 小邻域与其补集；补集指数小一个固定量。邻域内令 x = x0 + s/
√
λ，

Taylor 展开 λ[ϕ(x)−ϕ(x0)] = ϕ′′(x0)s
2/2+O(|s|3/

√
λ)，并用局部 Gaussian 控制作支配收敛，得

到主项。

Watson 引理：若 f(t) ∼
∑
ant

α+n−1 于 0+，则 ∫∞
0 e−λtf(t)dt ∼

∑
anΓ(α+ n)λ−(α+n)，需

端点展开、可积控制和远端指数压低。

7.4 驻相、最速下降与 WKB

标准术语采用“驻相法”，括注考纲原词“稳定相位”。一维非退化驻点 ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) 6= 0

给 ∫
eiλϕ(x)a(x)dx ∼ a(x0)e

iλϕ(x0)+iπ sgnϕ′′/4

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

最速下降把复路径变形到相位虚部常、实部下降的路径；必须说明解析域和不跨奇点。WKB 对
ϵ2y′′ = Q(x)y 远离 turning point 给 y ∼ Q−1/4 exp(±ϵ−1

∫ √
Q, dx)；转折点需 Airy 连接。考试

主要掌握 WKB 假设、主项推导和转折点失效原因，连接公式以证明思路为主。

7.5 边界层与多尺度
外解满足降阶问题，内变量 X = (x − xb)/δ(ϵ) 由平衡确定；匹配采用共同极限，复合解

ycomp = yout + yin − yoverlap。多尺度令 T0 = t, T1 = ϵt, . . .，通过消除 secular term 得慢振幅方
程，从而得到大时间一致近似。

7.6 渐近符号、渐近序列与唯一性
当 ϵ→ 0，f = O(g) 表示 |f/g| 有界，f = o(g) 表示 f/g → 0，而 f ∼ g 表示 f/g → 1。若

ϕn+1 = o(ϕn)，则 {ϕn} 是渐近序列。

f(ϵ) ∼
∞∑
n=0

anϕn(ϵ)

是指对每个固定 N，f −
∑N

n=0 anϕn = o(ϕN )。固定 N 后取极限是关键；不能让 N 与 ϵ−1 同时
任意增长。

定理 7.2 (渐近展开系数唯一性). 相对于给定渐近序列，若展开存在，则系数逐项唯一。
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完整证明. 若有两组系数，设 m 是第一处不同。两展开相减并除以 ϕm：

0 = (am − bm) +
N∑

n>m

(an − bn)
ϕn
ϕm

+ o(1).

令极限趋于展开点，后续比值和余项都趋零，得 am = bm，矛盾。

渐近级数可以发散。典型 n! 系数使各项先减小后增大，在最小项附近截断常给最佳代数近似，
余项可为指数小。超渐近展开与精细 Stokes 切换不属于考试主线，掌握最小项截断的直观即可。

例题 7.2 (发散但有效的展开).

∫ ∞

0

e−t

1 + ϵt
dt ∼

∞∑
n=0

(−1)nn! ϵn.

逐项积分产生 n!，任意 ϵ 6= 0 时级数发散，但每个固定截断阶仍满足渐近定义。

7.7 主导平衡、正则与奇异摄动
正则摄动可在原变量和原区域逐项展开且最高阶结构不变；奇异摄动会使最高阶系数消失、边

界条件数量减少或极限不一致。主导平衡先假定尺度，再比较各项幂次，只保留至少两项同阶的
平衡。

例题 7.3 (代数根的两种尺度). ϵx2 + x − 1 = 0 有正则根 x = 1 − ϵ + O(ϵ2)。另一根为 O(ϵ−1)；
令 x = X/ϵ，得 X2 +X − ϵ = 0，从而 x = −ϵ−1 − 1 +O(ϵ)。单一正则级数会漏掉大根。

7.8 Watson 引理与端点贡献
定理 7.3 (Watson 引理). 若 f(t) ∼

∑∞
n=0 ant

n+α−1 当 t ↓ 0，α > 0，并有足够增长控制，则
∫ ∞

0
e−λtf(t) dt ∼

∞∑
n=0

anΓ(n+ α)λ−(n+α), λ→ +∞.

完整证明. 固定 N，把积分分成 [0, δ]和 [δ,∞)。近端代入有限展开，以 s = λt缩放，并把上限延到
无穷；误差指数小。远端由 e−λδ 与增长控制压到任意代数阶以下。余项缩放后为 o(λ−(N+α))。

例题 7.4 (端点 Laplace 积分).

I(λ) =

∫ 1

0
e−λx(1 + x) dx ∼ λ−1 + λ−2.

精确式还含 O(e−λ)，说明指数小项不会在普通代数级数中出现。
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7.9 Laplace 方法：端点与内点
对 I(λ) =

∫ b
a e

λϕ(x)g(x) dx，先找 <ϕ 的全局最大点并比较端点。若唯一内部最大点 x0 非退
化，ϕ′′(x0) < 0，则

I ∼ eλϕ(x0)g(x0)

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

若最大值在左端且 ϕ′(a) < 0，
I ∼ eλϕ(a)

g(a)

λ|ϕ′(a)|
.

多个同高最大点的贡献要相加；若振幅在控制点为零或驻点退化，需展开到首个非零项。

例题 7.5 (内部最大点). ∫ ∞

−∞
e−λ(x−1)2(2 + x) dx ∼ 3

√
π/λ.

这里 ϕ′′(1) = −2、g(1) = 3；奇函数修正积分为零，所以该主项还是精确值。

7.10 非驻相衰减与驻相法
若 ϕ′ 不为零，则

∫ b

a
eiλϕg dx =

[
eiλϕg

iλϕ′

]b
a

− 1

iλ

∫ b

a
eiλϕ

(
g

ϕ′

)′
dx,

通常为 O(λ−1)，可反复分部积分。

定理 7.4 (一维非退化驻相主项). 若 x0 是内部唯一驻相点，ϕ′(x0) = 0、ϕ′′(x0) 6= 0，则
∫
eiλϕ(x)g(x) dx ∼ eiλϕ(x0)ei

π
4

sgnϕ′′(x0)g(x0)

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

证明思路
用截断函数分离驻点邻域与非驻相区；后者分部积分。驻点邻域令 x− x0 = λ−1/2y，相位

保留二次项，归结为 Fresnel 积分。其平方根支路给 e±iπ/4
√
2π。

例题 7.6 (驻相相位因子). ∫ ∞

−∞
eiλx

2/2χ(x) dx ∼ eiπ/4
√
2π/λ,

其中 χ 在零附近为 1 且紧支撑。相位改成负号时因子变为 e−iπ/4。

7.11 最速下降法的操作链
对复积分 ∫

Γ e
λϕ(z)g(z) dz：

1. 找鞍点 ϕ′(zs) = 0；

2. 选 =ϕ 常数且 <ϕ 下降的路径；
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3. 在不跨极点和 branch cut 的前提下变形轮廓；

4. 在可达鞍点作二次 Taylor 展开；

5. 选方向与平方根支路，求 Gaussian 局部贡献，并比较端点和多鞍点。
“找到鞍点”不等于“该鞍点贡献”；可达性和 Stokes 切换决定贡献。考试主要要求检查路径可变
形性和支路选择，不要求超渐近层面的 Stokes 乘子理论。

7.12 正则摄动、可解性与特征值修正
将 y = y0+ ϵy1+ · · · 代入含参问题逐阶求解。若 L0 有零空间，L0y1 = r1 可解需 r1 ⊥ kerL∗

0，
这是消除共振、特征值修正和慢幅方程的统一 Fredholm 条件。

对 Hermitian A(ϵ) = A0 + ϵA1 + · · · 的简单归一化特征对，

λ1 = v∗0A1v0.

它来自一阶方程左乘 v∗0。重特征值要先在特征子空间内对扰动压缩矩阵对角化。

例题 7.7 (简单特征值修正). A(ϵ) = diag(1, 2) + ϵ

[
3 1

1 0

]
。对 λ0 = 1，一阶修正为 3；对 λ0 = 2，

一阶修正为 0。非对角项一阶改变特征向量、二阶才影响特征值。

7.13 Poincaré–Lindstedt 与多重尺度
弱非线性振子的正则展开会产生 t sin t secular 项。Poincaré–Lindstedt 令 s = ωt，ω = ω0 +

ϵω1 + · · ·，逐阶选频率修正消除共振。多重尺度令 T0 = t, T1 = ϵt, . . .，

d

dt
= D0 + ϵD1 + · · · , d2

dt2
= D2

0 + 2ϵD0D1 + · · · .

高阶可解性条件给慢振幅和相位方程。2025 春/秋 Q6 与 2026 春 Q6 分别检验阻尼幅值、Rayleigh
振子和周期修正。

7.14 WKB、转向点与量子化
对 ϵ2y′′ = q(x)y，设 y = exp(S0/ϵ+ S1 + · · · )。代入得到

(S′
0)

2 = q, 2S′
0S

′
1 + S′′

0 = 0.

当 q > 0，
y ∼ q−1/4

(
C+e

ϵ−1
∫ x √

q ds + C−e
−ϵ−1

∫ x √
q ds
)
;

q < 0 时为振荡形式。简单转向点 q = 0 需 Airy 统一化；连接公式只要求理解匹配思路和相位跳
跃。两转向点相位匹配产生 Bohr–Sommerfeld 条件。
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7.15 边界层、匹配与复合展开
对

ϵy′′ + a(x)y′ + b(x)y = f(x)

外问题降阶后只能满足一个边界条件。层位置由衰减方向决定；令 X = (x− xb)/δ，平衡 ϵ/δ2 与
a/δ 常给 δ = O(ϵ)，一阶项退化时可能是 O(

√
ϵ)。匹配要求内解远场与外解在重叠区的再展开一

致，复合式
ycomp = yout + Yin − yoverlap.

例题 7.8 (一阶边界层).
ϵy′ + y = 0, y(0) = 1

的解为 e−x/ϵ。外解为 0；左端内变量 X = x/ϵ 给内解 e−X。固定 x > 0 的所有代数阶都为零，却
不能满足边界条件，这就是奇异摄动。

7.16 方法选择、真题迁移与检查

方法 控制点/尺度 主项量级 高频错误
Watson/端 点
Laplace

端点，O(λ−1) λ−α 漏 Gamma 系数

内部 Laplace 最大点，O(λ−1/2) eλϕ0λ−1/2 漏多个最大点
驻相 实驻点，O(λ−1/2) λ−1/2e±iπ/4 相位符号
最速下降 可达复鞍点 Gaussian 局部贡献 轮廓/支路不合法
匹配渐近 内外重叠区 由平衡决定 忘减 overlap

历史迁移：2023 秋 Q7 是 Sturm–Liouville 一阶修正；2024 春 Q6 是边界层复合式；2025
春/秋 Q6 是多尺度；2026 春 Q6 是闭轨与周期。量纲分析/Buckingham Π 只要求会选基本量纲、
构造无量纲组并检查独立性，不扩展成一般建模专题。

易错点
不要把渐近展开当收敛级数；不要只找驻点而漏端点；不要在最速下降中无条件移动轮廓；

不要对重特征值套简单公式；不要用外解强行满足全部边界；不要写内 +外而忘减重复项。

复习检查
能否证明渐近系数唯一性和 Watson 引理？能否区分端点/内部 Laplace 与非驻相/驻相？
能否写出最速下降五步？能否用 Fredholm 条件求特征值或频率修正？能否推导 WKB 的
eikonal/transport 方程并构造匹配复合解？
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7.17 渐近展开的运算规则与失效边界
f(ε) ∼ g(ε) 只表示比值趋一，不表示差的绝对大小小。若

f(ε) =
N∑
k=0

akϕk(ε) + o(ϕN ), ϕk+1 = o(ϕk),

则它是关于渐近序列 {ϕk} 的 Poincaré 展开。展开通常不要求级数收敛；截断到最小项附近反而
可能给最佳近似。

乘除与复合前必须检查主项不为零、复合函数在有关点足够光滑且误差在所需区域一致。点
态展开

1

1 + εx
= 1− εx+O(ε2x2)

在 x = O(1/ε) 上不一致，不能直接在无限区间逐项积分。

7.18 Watson 引理的缩放证明
设 f(t) ∼

∑
n≥0 ant

λn−1 当 t ↓ 0，且积分尾部可控。考虑

I(x) =

∫ ∞

0
e−xtf(t) dt, x→ ∞.

令 s = xt：
I(x) =

1

x

∫ ∞

0
e−sf(s/x) ds.

形式代入局部展开给
I(x) ∼

∑
n≥0

anΓ(λn)x
−λn .

严格证明把积分分为 [0, δ] 与 [δ,∞)：前段用带余项的局部展开和支配估计，后段由 e−xδ 指数小
控制。不能只说“逐项积分”，因为展开只在端点附近有效。

7.19 Laplace 方法的内点最大值
若 ϕ 在 x0 有唯一非退化最大值，

ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) < 0,

且 a(x0) 6= 0，则
I(λ) =

∫ b

a
a(x)eλϕ(x) dx.

在 x0 附近令
ϕ(x) = ϕ(x0)−

|ϕ′′(x0)|
2

(x− x0)
2 +O(|x− x0|3),
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尺度 x− x0 = y/
√
λ 给

I(λ) ∼ a(x0)e
λϕ(x0)

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

若最大值在端点且 ϕ′(a) 6= 0，主尺度为 1/λ，系数与内点高斯型不同。

7.20 驻相法与非驻相端点展开
对

I(λ) =

∫ b

a
eiλϕ(x)g(x) dx,

假设 |ϕ′(x)| ≥ c > 0。定义反复分部积分算子

A0g = g, Aj+1g =

(
Ajg

ϕ′

)′
.

定理 7.5 (非驻相积分的有限阶端点渐近展开). 若 g ∈ CN+1[a, b]、ϕ ∈ CN+2[a, b] 且 |ϕ′| ≥ c > 0，
则当 λ→ +∞ 时

I(λ) =
N−1∑
j=0

(−1)j

(iλ)j+1

[
eiλϕ(x)

Ajg(x)

ϕ′(x)

]x=b

x=a

+RN (λ), RN (λ) = O(λ−N−1).

每一阶都同时含左右两个端点；若某个端点的相应振幅系数为零，该端点的首个非零贡献自动移
到更高阶。

完整证明. 利用
eiλϕ(x) =

1

iλϕ′(x)

d
dxe

iλϕ(x)

作一次分部积分：
I(λ) =

1

iλ

[
eiλϕ

g

ϕ′

]b
a

− 1

iλ

∫ b

a
eiλϕA1g dx.

对余下积分重复这一恒等式 N − 1 次，得到所列前 N 个端点项以及

R̃N (λ) =
(−1)N

(iλ)N

∫ b

a
eiλϕ(x)ANg(x) dx.

再对最后积分分部一次。由于 |ϕ′| ≥ c 且给定光滑性保证 ANg/ϕ
′ 及其导数在紧区间上有界，∣∣∣∣∫ b

a
eiλϕANg dx

∣∣∣∣ ≤ C

λ
.

因此 R̃N = O(λ−N−1)，证明完成。若只假设到 ANg ∈ L1，通常只能得到 o(λ−N ) 或较弱余项，
不能无条件写成上述阶数。

例题 7.9 (可直接核对的两端点展开). 取 ϕ(x) = x、g(x) = 1 + x、区间 [0, 1]。此时 A0g =
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1 + x, A1g = 1, A2g = 0，故展开在两项后精确终止：∫ 1

0
(1 + x)eiλx dx =

2eiλ − 1

iλ
− eiλ − 1

(iλ)2
.

右端与直接积分所得表达式一致。若改取 g(x) = x(1− x)，则 g(0) = g(1) = 0，整个 O(λ−1) 端
点项消失，首项从 λ−2 开始；这说明“振幅在端点消失”会改变主阶。

若有非退化驻点 ϕ′(x0) = 0, ϕ′′(x0) 6= 0，主贡献为

I(λ) ∼ a(x0)e
iλϕ(x0)ei

π
4

sgnϕ′′(x0)

√
2π

λ|ϕ′′(x0)|
.

相位因子来自 Fresnel 高斯积分，不能按实 Laplace 方法删去。

7.21 边界层匹配的完整例子
考虑

εy′′ + y′ = 0, y(0) = 0, y(1) = 1.

令 ε = 0 的外问题 y′0 = 0，由右端条件得

yout = 1.

它不能满足左端条件，故 x = 0 附近有边界层。令 ξ = x/ε，内方程

Yξξ + Yξ = 0,

满足 Y (0) = 0 且与外解匹配 Y (∞) = 1，故

Yin = 1− e−ξ.

共同部分为 1，复合展开
ycomp = yout + Yin − 1 = 1− e−x/ε.

精确解为
y(x) =

1− e−x/ε

1− e−1/ε
,

两者差指数小。边界层位置由降阶外问题缺失哪一个边界条件决定。

7.22 多尺度消除久期项
弱振子若普通摄动产生 εt sin t 久期项，展开只在 t� 1/ε 有效。引入慢时间

T = εt,
d
dt = ∂t + ε∂T ,
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令振幅与相位随 T 演化，通过消除与齐次解共振的强迫项得到调制方程。Poincaré–Lindstedt 则
重标时间 τ = ω(ε)t，通过频率修正消除久期项。两者目的相同，但适用结构与输出不同。

答题方法
渐近积分先定位主贡献：端点、内点驻点、鞍点还是奇点；摄动方程先判断是否降阶、是否

共振、是否有多个尺度。随后再选 Watson、Laplace、驻相、最速下降、边界层或多尺度，
不能只看公式外形。

自测

1. 为什么点态 Taylor 展开不能自动在无限区间逐项积分？

2. Watson 引理证明为什么要把积分分成近端与远端？

3. 比较 Laplace 内点最大值与端点最大值的尺度。

4. 完成边界层例子的匹配与复合展开。

5. 久期项说明普通摄动在哪个时间尺度失效？
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8.1 凸性、最优性与梯度下降
可微凸函数满足 f(y) ≥ f(x)+ 〈∇f(x), y − x〉；µ-强凸再加 µ ‖y − x‖2 /2。L-smooth 给下降

引理。无约束可微问题一阶必要条件 ∇f = 0；凸时充分；Hessian 正定是严格局部极小的充分条
件而非一般必要条件。

若 f 凸且 L-smooth，GD 步长 1/L 给 f(xk)− f∗ ≤ L ‖x0 − x∗‖2 /(2k)；若再 µ-强凸，则函
数值/距离线性收敛。Newton 解 ∇2f(xk)pk = −∇f(xk)，局部二次率需 Hessian 在最优点正定且
Lipschitz、初值足够近；全局需线搜索/信赖域。

8.2 约束、Lagrange、对偶与 KKT

对 min f0(x) s.t. fi(x) ≤ 0, hj(x) = 0，L = f0+
∑
λifi+

∑
νjhj，λ ≥ 0；对偶函数 g = infx L

总给弱对偶。凸问题若有 Slater 点且等式仿射，强对偶和 KKT 的充分必要性成立。KKT 包含
原始可行、对偶可行、互补松弛和驻点；非凸或无资格条件时不能无条件称必要充分。

8.3 投影、近端、罚函数与算法边界
闭凸集投影满足 〈z −ΠCz, y −ΠCz〉 ≤ 0，且 firm nonexpansive。投影梯度是 xk+1 = ΠC(xk−

α∇f(xk))；近端梯度把非光滑项 g 用 proxαg 处理。罚函数把违反约束加入目标；障碍法在可行域
内部趋近边界。单纯形和内点法掌握基本步骤与最优性证书；同伦与动态规划只作考纲入口，不
扩展高级实现。

8.4 凸集、凸函数、强凸与光滑
集合 C 凸是指对任意 x, y ∈ C、θ ∈ [0, 1]，θx+ (1− θ)y ∈ C。凸锥还对非负缩放封闭。函

数 f 凸当且仅当其上图集 {(x, t) : t ≥ f(x)} 凸。可微函数在凸开域上凸当且仅当

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x).

二阶可微时，凸等价于 Hessian 半正定。µ-强凸要求

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) +
µ

2
‖y − x‖2.

L-光滑是梯度 Lipschitz：‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖。
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定理 8.1 (下降引理与共梯度不等式). 若 f 的梯度 L-Lipschitz，则

f(y) ≤ f(x) +∇f(x)T (y − x) +
L

2
‖y − x‖2.

若 f 还凸，则
(∇f(x)−∇f(y))T (x− y) ≥ 1

L
‖∇f(x)−∇f(y)‖2.

证明思路

第一式沿线段积分 f(y)− f(x) =
∫ 1
0 ∇f(x+ t(y− x))T (y− x) dt，用 Lipschitz 界积分。第

二式对 g(z) = f(z) −∇f(y)T z 应用第一式，并在 z = x −∇g(x)/L 处比较其全局最小值
下界，再交换 x, y 合并。

强凸给唯一极小点和 f(x)− f∗ ≥ µ
2‖x− x∗‖2；L-光滑给 f(x)− f∗ ≤ ‖∇f(x)‖2/(2µ) 的相关

梯度支配界时必须说明强凸。强凸、严格凸和 Hessian 正定并非同义：x4 严格凸但在零点 Hessian
为零，也不是全局强凸。

例题 8.1 (判断凸、强凸与光滑). f(x) = 1
2x

TAx− bTx。若 A = AT � 0 则凸；若 A � µI 则 µ-强
凸；梯度 Lipschitz 常数可取 L = λmax(A)。条件数 L/µ 决定一阶法速度。

8.5 一阶/二阶最优性与次梯度
无约束可微局部极小点必须满足 ∇f(x∗) = 0；二阶必要条件为 ∇2f(x∗) � 0。若梯度为零且

Hessian 正定，则为严格局部极小。证明沿任意方向 d 研究 φ(t) = f(x∗ + td) 并用一维 Taylor 展
开。

凸函数的次微分
∂f(x) = {g : f(y) ≥ f(x) + gT (y − x), ∀y}.

凸问题的全局最优充要条件是 0 ∈ ∂f(x∗)。例如

∂|x| =


{1}, x > 0,

[−1, 1], x = 0,

{−1}, x < 0.

这直接产生软阈值和 ℓ1 KKT 条件。

例题 8.2 (次梯度最优性). 最小化 1
2(x − a)2 + λ|x|。当 x 6= 0 解 x − a + λ sgnx = 0；当 x = 0

需 a ∈ λ[−1, 1]。故
x∗ = sgn(a)max{|a| − λ, 0}.

这也是 2024 春 Q7 的核心软阈值链。
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8.6 梯度下降的两个基本收敛率
梯度下降 xk+1 = xk − α∇f(xk)。取 α = 1/L，下降引理给

f(xk+1) ≤ f(xk)−
1

2L
‖∇f(xk)‖2.

定理 8.2 (凸光滑 GD 的 O(1/k)). 若 f 凸、梯度 L-Lipschitz、极小点 x∗ 存在，且 α = 1/L，则

f(xk)− f∗ ≤ L‖x0 − x∗‖2

2k
.

完整证明. 由更新和凸性，

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖xk − x∗‖2 − 2

L
∇f(xk)T (xk − x∗) +

1

L2
‖∇f(xk)‖2

≤ ‖xk − x∗‖2 − 2

L
(f(xk)− f∗) +

1

L2
‖∇f(xk)‖2.

下降引理又给 ‖∇f(xk)‖2/(2L) ≤ f(xk)− f(xk+1)。代入并整理：

2

L
(f(xk+1)− f∗) ≤ ‖xk − x∗‖2 − ‖xk+1 − x∗‖2.

求和并用函数值单调，得到结论。

定理 8.3 (强凸光滑 GD 的线性收敛). 若 f 为 µ-强凸且 L-光滑，取 α = 1/L，则

f(xk)− f∗ ≤
(
1− µ

L

)k
(f(x0)− f∗).

完整证明. 下降式给 f(xk+1) ≤ f(xk)− ‖∇f(xk)‖2/(2L)。强凸函数满足 ‖∇f(x)‖2 ≥ 2µ(f(x)−
f∗)，可由强凸下界对 y 最小化得到。代入即 f(xk+1)−f∗ ≤ (1−µ/L)(f(xk)−f∗)，归纳完成。

一般固定步长 0 < α < 2/L 保证凸光滑情形下降；二次型上最优固定步长 2/(L+ µ) 的误差
谱半径为 (L− µ)/(L+ µ)。收敛率必须与函数类、步长、度量（函数值/距离/梯度）一起陈述。

例题 8.3 (二次型 GD 手算). f(x) = 1
2(4x

2
1 + x22)，L = 4, µ = 1。取 α = 1/4，xk+1 = (0, 34x2,k)：

第一分量一步消失，第二分量线性因子 3/4。通用函数值界因子 1 − µ/L = 3/4 是上界，实际函
数值第二分量因子为 9/16。

8.7 线搜索、Newton、拟 Newton 与信赖域
下降方向 pk 满足 ∇fTk pk < 0。Armijo 条件

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇fTk pk

保证充分下降；Wolfe 再要求 ∇f(xk + αpk)
T pk ≥ c2∇fTk pk，0 < c1 < c2 < 1。强 Wolfe 把曲率

条件加强为 ∣∣∇f(xk + αpk)
T pk
∣∣ ≤ c2

∣∣∇fTk pk∣∣ .
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仅有函数下降不足以推出全局收敛。

定理 8.4 (Armijo 回溯与 Wolfe/强 Wolfe 步长存在性). 设 ∇f 在当前水平集邻域内以常数 L

Lipschitz，且 g⊤k pk < 0。若 0 < c1 < 1，则充分小的 α > 0 都满足 Armijo 条件，因此以固定
因子 β ∈ (0, 1) 回溯必在有限步停止。若进一步沿射线 ϕ(α) = f(xk + αpk) 有下界、ϕ′ 连续且
0 < c1 < c2 < 1，则存在步长同时满足 Armijo 与普通 Wolfe 条件，也存在步长满足 Armijo 与强
Wolfe 条件。

证明. 下降引理给
f(xk + αpk) ≤ f(xk) + αg⊤k pk +

L

2
α2‖pk‖2.

只要
0 < α ≤

2(1− c1)(−g⊤k pk)
L‖pk‖2

,

右端不超过 f(xk) + c1αg
⊤
k pk，故回溯有限终止。

对 Wolfe 条件，令 ψ(α) = ϕ(α)− ϕ(0)− c1αϕ
′(0)。有 ψ′(0) = (1− c1)ϕ

′(0) < 0，而 ϕ 沿射
线有下界，所以 ψ 不可能永远严格下降。取首次使 ψ 回到零的点 ᾱ > 0，在区间内选取 ψ 的极
小点 α∗。此时 Armijo 成立且

0 = ψ′(α∗) = ϕ′(α∗)− c1ϕ
′(0),

从而
ϕ′(α∗) = c1ϕ

′(0), |ϕ′(α∗)| = c1|ϕ′(0)| < c2|ϕ′(0)|.

因此同一个 α∗ 不仅满足普通 Wolfe，也满足强 Wolfe。这里的存在性论证不等于一个数值算法；
实际搜索还需下面的 bracketing/zoom 过程维持区间不变量。

答题方法
强 Wolfe 的 bracketing/zoom。令 ϕ(α) = f(xk + αpk)，ϕ

′(0) < 0。

1. 从递增试探步长开始。若 Armijo 失败，或新函数值不低于前一试探点，则当前两点
围成区间，进入 zoom。

2. 若试探点满足 |ϕ′(α)| ≤ c2|ϕ′(0)|，立即接受。

3. 若 ϕ′(α) ≥ 0，则导数已经换号，以当前点和前一试探点为区间进入 zoom；否则继续
扩大步长。

4. zoom 在区间内用二次/三次插值或受保护的二分点试探。若 Armijo 失败或函数值过
高，缩短高端；否则检查强曲率条件，并根据导数符号调整区间方向。始终保持低端

满足 Armijo，且区间内含一个满足强 Wolfe 的点。

在 ϕ′ 连续、射线有下界并使用受保护的区间收缩时，区间长度趋零；结合上面的存在性与

区间不变量，可得到满足强 Wolfe 的步长。若只做无保护高阶插值，试探点可能反复贴近
端点，不能据此声称算法必然终止。

例题 8.4 (一次可手算的强 Wolfe 搜索). 取 f(x) = x2/2、x0 = 1、p = −1、c1 = 0.1、c2 = 0.5。
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沿线
ϕ(α) =

1

2
(1− α)2, ϕ′(α) = α− 1.

试探 α = 2 时，ϕ(2) = 1/2 大于 Armijo 右端 1/2− 0.2 = 0.3，故区间 [0, 2] 被括住。zoom 取中
点 α = 1，此时 ϕ(1) = 0 满足 Armijo，且 |ϕ′(1)| = 0 ≤ 0.5|ϕ′(0)|，故接受。这个例子真实执行
了 bracketing 与 zoom，而不是用一次 Newton/BFGS 更新替代线搜索。

Newton 解
∇2f(xk)pk = −∇f(xk), xk+1 = xk + pk.

若 x∗ 附近 Hessian Lipschitz、∇2f(x∗) 正定、初值足够近，则局部二次；远离极小点 Hessian 可
不定，需阻尼、修正 Hessian 或信赖域。

BFGS 逆 Hessian 更新为

Hk+1 = (I − ρksky
T
k )Hk(I − ρkyks

T
k ) + ρksks

T
k , ρk = (yTk sk)

−1.

若 Hk � 0 且曲率 yTk sk > 0，则 Hk+1 � 0。Wolfe 线搜索可在凸邻域保证曲率条件。局部超线性
还需 Hessian 的正则性、迭代收敛到非退化解以及 Dennis–Moré 型逼近条件，不能写成无条件结
论。

例题 8.5 (Newton 与 BFGS 一步). 对二次型 f(x) = 1
2x

TAx − bTx、A � 0，精确 Newton
p = −A−1(Ax − b) 一步到达 A−1b。BFGS 若从 H0 = I 起步不会一般一步到达，但在精确线搜
索下逐步建立割线信息；曲率条件是保持正定的核心。

信赖域在 ‖p‖ ≤ ∆k 内近似最小化 mk(p) = fk + gTk p+
1
2p

TBkp，用

ρk =
f(xk)− f(xk + pk)

mk(0)−mk(pk)

比较实际/预测下降并更新半径。它允许在 Bk 不定时寻找负曲率方向，比“强行解 Newton 方程”
更稳健。

8.8 投影、近端与复合优化
闭凸集投影 p = ΠC(z) 的充要条件为

(z − p)T (y − p) ≤ 0, ∀y ∈ C.

完整证明. p 最小化 1
2‖y − z‖2。对任意 y ∈ C，p+ t(y − p) ∈ C；单变量函数在 t = 0 右导数非

负，得到不等式。反之展开平方，交叉项非负，故 p 距离最小。

由两次代入可证明投影 firmly nonexpansive。投影梯度 xk+1 = ΠC(xk −α∇f(xk)) 的固定点
条件等价于 0 ∈ ∇f(x) +NC(x)。

近端算子
proxαg(v) = arg min

x

{
g(x) +

1

2α
‖x− v‖2

}
.
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对复合问题 F = f + g，f 光滑凸、g 闭凸，近端梯度

xk+1 = proxαg(xk − α∇f(xk))

在 0 < α ≤ 1/L 下有函数值 O(1/k)。g = λ‖ · ‖1 的 prox 是逐分量软阈值。

8.9 约束资格、KKT、对偶与 Slater

问题
min f0(x) s.t. fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, hj(x) = 0

的 Lagrangian 为 L = f0 +
∑

i λifi +
∑

j νjhj，λi ≥ 0。KKT 条件：


fi(x
∗) ≤ 0, hj(x

∗) = 0,

λ∗i ≥ 0,

λ∗i fi(x
∗) = 0,

∇f0(x∗) +
∑

i λ
∗
i∇fi(x∗) +

∑
j ν

∗
j∇hj(x∗) = 0.

在一般非凸问题中，KKT 必要性需要 LICQ、MFCQ 等约束资格；它通常不充分。凸问题若 fi

凸、等式仿射，任一满足 KKT 的点全局最优。若还有 Slater 严格可行点，则强对偶成立并在适
当闭性条件下存在乘子。

定理 8.5 (弱对偶). 对偶函数 g(λ, ν) = infx L(x, λ, ν)。任意原始可行 x 和对偶可行 λ ≥ 0 都满
足 g(λ, ν) ≤ f0(x)。

完整证明. 原始可行给 fi(x) ≤ 0, hj(x) = 0，对偶可行给 ∑
i λifi(x) ≤ 0，故 L(x, λ, ν) ≤ f0(x)。

又 g(λ, ν) = infz L(z, λ, ν) ≤ L(x, λ, ν)，合并即得。

例题 8.6 (KKT 手算).
min
x

1

2
(x− 2)2 s.t. x ≤ 1.

令 g(x) = x− 1 ≤ 0。KKT：x− 2 + λ = 0, λ ≥ 0, x ≤ 1, λ(x− 1) = 0。无约束解 2 不可行，故约
束活跃，x∗ = 1, λ∗ = 1。若把不等式写成 1− x ≥ 0 却仍使用同一乘子号，会得到错误符号。

8.10 线性规划、极集与掌握层级
标准型 LP min cTx s.t. Ax = b, x ≥ 0 的对偶为 max bT y s.t. AT y ≤ c。基矩阵 AB 可逆给

基本解；若基本变量非负即基本可行解（BFS）。

定理 8.6 (基本可行解等价于顶点). 设 A ∈ Rm×n 满行秩，P = {x : Ax = b, x ≥ 0}。则 x ∈ P

是基本可行解，当且仅当 x 是多面体 P 的顶点。

证明. 若 x 是某个基 B 对应的 BFS，且 x = 1
2(y+ z)、y, z ∈ P，则所有非基坐标满足 0 = xN =

(yN + zN )/2。由非负性 yN = zN = 0，再由 AByB = ABzB = b 与 AB 可逆，得 y = z = x，故 x

是顶点。

102



计算与应用数学复习资料 第八章 优化：凸性、对偶、极集与算法

反之，设 x 是顶点，令 J = {j : xj > 0}。若列族 {Aj : j ∈ J} 线性相关，则存在非零向量 d

支持在 J 上且 Ad = 0。取充分小的 ε > 0，使 x± εd ≥ 0。于是两点均在 P，且

x = 1
2 [(x+ εd) + (x− εd)],

与顶点性矛盾。故正分量对应列线性无关，可补成 m 个线性无关列作为基；把其余非基变量置零
就得到 x，所以 x 是 BFS。

单纯形从 BFS 沿边换基，用约化成本选入基、最小比值选出基。退化可能零步长并循环；Bland
规则可防循环。两阶段法和修正单纯形只要求掌握可行基的获得与换基逻辑，不扩展复杂退化实
现。

对不等式约束 gi(x) ≤ 0，外二次罚函数

Φρ(x) = f(x) +
ρ

2

∑
i

[gi(x)]
2
+

通常要令 ρ → ∞ 才逼近可行解；ℓ1 型罚 f(x) + ρ
∑

i[gi(x)]+ 在乘子有界等条件下可对有限大 ρ

精确，但目标变为非光滑。对严格可行点，对数屏障

Φµ(x) = f(x)− µ
∑
i

log[−gi(x)]

给出中心路径关系

∇f(x) +
∑
i

λi∇gi(x) = 0, λi = − µ

gi(x)
> 0, λi[−gi(x)] = µ.

当 µ ↓ 0 时互补间隙趋零。中心化 Newton 步解 KKT 线性化系统，并用阻尼保持严格可行；直
接令 µ = 0 会失去屏障。罚参数过大和屏障参数过小都会造成病态，必须配合延续和停止准则。

极集 C◦ = {y : supx∈C y
Tx ≤ 1} 为闭凸集。闭凸且含原点时双极定理 C◦◦ = C；范数单位球

的极是对偶范数单位球。2026 春 Q7 完整解答见真题章。

8.11 同伦方法与预测—校正路径跟踪
要求解 F (x) = 0 时，先选一个容易求解的 G(x) = 0，构造

H(x, t) = (1− t)G(x) + tF (x), 0 ≤ t ≤ 1.

若在解路径上 Hx(x(t), t) 可逆，隐函数定理给局部光滑路径，求导得到

Hx(x(t), t)x
′(t) +Ht(x(t), t) = 0, x′(t) = −H−1

x Ht.

预测步用该切向作 Euler 或高阶外推，校正步在新 t 上对 H(x, t) = 0 做 Newton。每步都必须同
时监控残量、Jacobian 条件数和步长；仅让 t 增加而不校正会累积离开解流形的误差。
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例题 8.7 (标量路径). 从 G(x) = x2 − 1 的正根 x(0) = 1 连到 F (x) = x2 − 2。此时

H(x, t) = x2 − (1 + t), x′(t) =
1

2x(t)
,

真路径为 x(t) =
√
1 + t。在 tk 从 xk 预测 xk +∆t/(2xk)，再对 x2 − (1 + tk+1) = 0 做 Newton

校正，即得到可执行的预测—校正算法。

若路径在折点处 Hx 奇异，直接把 t 当参数会失败；弧长延拓增加一个切向归一化方程，使
(x, t) 同时作为未知量。这是同伦法的适用边界，不是“减小步长总能解决”的情形。

8.12 优化问题的固定点形式
不动点语言在优化中的作用是把最优性条件改写为算子方程，而不是把非线性方程章的任意

迭代直接搬来。无约束可微问题满足

x∗ = x∗ − α∇f(x∗),

所以梯度下降迭代算子为 Tα = I − α∇f。若 f 为 µ-强凸且 L-光滑，则对适当步长 0 < α <

2/L，该算子在与谱区间对应的度量下为收缩；二次函数 f(x) = 1
2x

TAx − bTx 时收缩因子恰由
maxλ∈[µ,L] |1− αλ| 控制。

复合凸问题 minx f(x) + g(x) 的最优性条件

0 ∈ ∇f(x∗) + ∂g(x∗)

等价于近端固定点
x∗ = proxαg(x

∗ − α∇f(x∗)) .

因此“残量”Gα(x) = α−1[x − proxαg(x − α∇f(x))] 比单独的 ‖∇f(x)‖ 更适合作为复合问题停
止准则。

易错点
固定点存在不等于给定迭代收敛；必须证明收缩、平均非扩张或单调算子条件。对非凸目

标，Gα(x) = 0 只给驻点条件，不能自动推出全局最优。

8.13 动态规划与 Bellman 最优性原理
有限时域确定性控制中，状态满足 sk+1 = Tk(sk, ak)，阶段成本为 ck(sk, ak)，终端成本为

g(sN )。定义从时刻 k 起的最优剩余成本

Vk(s) = min
ak,...,aN−1


N−1∑
j=k

cj(sj , aj) + g(sN )

 .
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则
VN (s) = g(s), Vk(s) = min

a∈Ak(s)
{ck(s, a) + Vk+1(Tk(s, a))}.

定理 8.7 (Bellman 最优性原理). 若可行行动集非空且上式的最小值能取得，则由反向递推选出
的每一步最优行动组成全局最优策略。

证明. 对剩余阶段数反向归纳。终端 k = N 结论成立。假设 Vk+1 已等于从下一状态起的最优剩
余成本，则任意时刻 k 的策略先选某个 a，其后成本不小于 Vk+1(Tk(s, a))。对 a 取最小得到任何
策略的下界；选取达到该最小值的 a，再接上归纳假设给出的最优尾策略，即达到下界。

例题 8.8 (两阶段最短路). 终点为 t。若最后一层状态 u, v 到 t 的成本分别为 3, 1，则 V1(u) =

3, V1(v) = 1。起点 s 到 u, v 的成本分别为 1, 4，故

V0(s) = min{1 + 3, 4 + 1} = 4.

反向递推不仅给最优值，也记录第一步选 u 及随后到 t 的策略。

答题方法
动态规划题先写状态、行动、转移和边界，再写 Bellman 递推；证明最优性用“任意策略
给下界＋递推策略达到下界”的归纳。连续状态、高维状态会产生维数灾难，本书不把近

似动态规划扩成当前应用数学考纲主线。

8.14 方法比较、真题迁移与终章清单

方法 主要假设 典型结论 每步成本/风险 真题
GD 凸 L-光滑 O(1/k) 1 梯度，受条件数

影响
理论主干

GD 强凸 µ-强凸、L-光滑 (1− µ/L)k 线性收敛 证明链
Newton Hessian 正

定/Lipschitz、近
初值

局部二次 解线性系统 算法题

BFGS 曲率、线搜索 局部超线性需附
加条件

O(n2) 存储/更新 中频

投影/近端 闭凸集/闭凸非
光滑项

固定点与 O(1/k) 投影/prox 可难 2024 春
Q7

KKT/对偶 资格条件或凸
+Slater

证书/强对偶 活跃集与符号 多期高频

历史迁移：2023 秋 Q6 是 BFS–顶点与 LP 强对偶；2024 春 Q7 是次梯度/软阈值；2024 秋
Q6/Q7 是强凸水平集和 LP；2025 春 Q7 是投影与距离平方；2025 秋 Q7 是 ℓ1 残量对偶；2026
春 Q7 是极集/双极。它们说明本章重心是“定义—资格条件—证明证书”，而非只背更新式。
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易错点
不要把严格凸、强凸和 Hessian 处处正定混同；不要写收敛率却省略步长、光滑/强凸条件
和度量；不要无资格条件声称 KKT 必要；不要把弱对偶写反；不要显式求 Hessian 逆；不
要把单纯形高级实现、同伦或动态规划写成与 KKT/GD 等权的考试主干。

复习检查
全书考前必须能手算：均差/Hermite、复化与 Gauss；二分/Newton/割线；LU/QR、Jaco-
bi/GS/SOR、CG、幂法；RK/多步稳定函数；PDE 放大因子/Jordan/CFL；Laplace/匹
配；KKT/对偶/Newton一步。必须能证明：插值余项、压缩、Newton二次、Cholesky、谱
半径判据、CG 主链、Dahlquist 思路、Lax 条件、Laplace 主项、弱对偶/KKT 链。

8.15 一阶条件、二阶条件与约束几何
无约束可微问题的局部极小点满足 ∇f(x∗) = 0。若二阶可微，则 ∇2f(x∗) � 0 是必要条件；

若 ∇2f(x∗) � 0，则是严格局部极小的充分条件。半正定不充分，例如 f(x) = x3 在零点 Hessian
为零却非极小。

闭凸集 C 上可微凸函数的最优性条件为

〈∇f(x∗), x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ C.

等价写为
0 ∈ ∇f(x∗) +NC(x

∗).

这统一了内点梯度为零、边界法向平衡与投影固定点。

8.16 梯度下降的步长与精确二次分析
对二次函数

f(x) =
1

2
x⊤Ax− b⊤x, A � 0,

误差递推
ek+1 = (I − αA)ek.

收敛当且仅当
ρ(I − αA) < 1 ⇐⇒ 0 < α <

2

λmax
.

使最坏模态 maxλ∈[λmin,λmax] |1− αλ| 最小的固定步长为

α∗ =
2

λmin + λmax
,

收敛因子
κ− 1

κ+ 1
.
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这给出条件数如何造成狭长等高线上的锯齿收敛。

8.17 线搜索、Newton 与拟 Newton

下降方向 pk 满足 ∇f(xk)⊤pk < 0。Armijo 条件

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + c1α∇f(xk)⊤pk

保证充分下降；Wolfe 曲率条件控制新梯度沿方向的变化。回溯从初始步长按固定比例缩小，在
梯度 Lipschitz 时对下降方向可有限找到 Armijo 步。

BFGS 更新逆 Hessian 近似 Hk，令

sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk), ρk = (y⊤k sk)
−1,

Hk+1 = (I − ρksky
⊤
k )Hk(I − ρkyks

⊤
k ) + ρksks

⊤
k .

若 Hk � 0 且 y⊤k sk > 0，则 Hk+1 � 0。合适 Wolfe 线搜索可保证曲率条件。

8.18 对偶函数与弱/强对偶
Lagrange 对偶函数

g(λ, ν) = inf
x
L(x, λ, ν)

总是关于 (λ, ν) 的凹函数，即使原问题非凸。对任何原始可行 x 和对偶可行 λ ≥ 0，

g(λ, ν) ≤ f0(x),

这就是弱对偶。强对偶 d∗ = p∗ 需要额外结构；凸问题的 Slater 条件是常用充分条件。

例题 8.9.
min
x

1

2
‖x‖2 s.t. Ax = b.

Lagrangian
L =

1

2
‖x‖2 + ν⊤(Ax− b).

对 x 极小给 x = −A⊤ν，对偶为

max
ν

−1

2
ν⊤AA⊤ν − ν⊤b.

若 A 满行秩，解 ν∗ = −(AA⊤)−1b，故

x∗ = A⊤(AA⊤)−1b,

即满足约束的最小范数解。

107



计算与应用数学复习资料 第八章 优化：凸性、对偶、极集与算法

8.19 投影、近端与罚函数的区别
投影法每步严格回到可行集；近端法处理目标中的非光滑项；罚函数把违反约束的代价加入

目标。例如二次罚
min
x
f(x) +

ρ

2
‖c(x)‖2

通常要令 ρ→ ∞ 才逼近精确等式约束，导致条件数恶化。增广 Lagrangian

f(x) + λ⊤c(x) +
ρ

2
‖c(x)‖2

同时更新乘子，可在有限 ρ 下改善这一问题。三种方法不能仅因都出现“附加项”而混同。

8.20 极集与双极定理的证书
含原点集合 C 的极集

C◦ = {y : sup
x∈C

y⊤x ≤ 1}

是闭凸集，因为它是闭半空间的交。总有

C ⊆ (C◦)◦.

命题 8.8 (锥的极集公式). 若 K 是锥，则在 K◦ = {y : supx∈K y⊤x ≤ 1} 的约定下，

K◦ = {y : y⊤x ≤ 0 对所有x ∈ K}.

证明. 若存在 x0 ∈ K 使 y⊤x0 > 0，则对任意 t > 0，tx0 ∈ K，且 y⊤(tx0) = t y⊤x0 → ∞，故
y /∈ K◦。反之，若 y⊤x ≤ 0 对所有 x ∈ K，则上确界至多为 0 ≤ 1，故 y ∈ K◦。

定理 8.9 (双极定理). 若 C ⊂ Rn 非空、闭、凸并含原点，则

(C◦)◦ = C.

一般集合 A 的双极是 conv(A ∪ {0})。

证明. 对任意 x ∈ C 与 y ∈ C◦，有 y⊤x ≤ 1，故 C ⊆ (C◦)◦。反向包含中，若 C 闭凸含零且
z /∈ C，强分离定理给出 a 6= 0 与常数 α，使

a⊤z > α ≥ sup
x∈C

a⊤x.

因 0 ∈ C，有 α ≥ 0。若 α > 0，令 y = a/α；若 α = 0，先按正数缩放 a，使 supx∈C y
⊤x ≤ 1 < y⊤z。

两种情形都得到 y ∈ C◦ 而 z /∈ (C◦)◦。因此 (C◦)◦ ⊆ C。把 C 换成 conv(A ∪ {0})，并注意该集
合与 A 有同一极集，即得一般形式。
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答题方法
优化题依次回答：目标与约束的凸性；可行性与存在性；必要/充分最优性条件；算法下降
或不动点证书；对偶间隙。只写 KKT 方程而不核验资格条件和充分性，不能构成完整解
答。

自测

1. 推导 SPD 二次函数梯度下降的最优固定步长。

2. BFGS 为什么需要 y⊤k sk > 0？

3. 弱对偶为何对非凸原问题也成立？

4. 比较投影、近端、二次罚和增广 Lagrangian 的作用对象。

5. 双极定理证明中闭性与凸性用在哪里？
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第九章 2023 年秋季正式试卷

考试范围提醒
Q1 的打印题面与唯一完整解答见 第 3 章的 Newton 与割线法真题（第 28 页）。

易错点
除特别注明为官方答案的内容外，本部分解答均为复习用整理稿，不代表官方评分标准。原

题若存在常数、记号或适用范围歧义，解答会先说明采用的解释。

考试范围提醒
本卷共 7 道大题，以下按原题顺序完整收入。

2023 秋 Q2：显式移位 QR（原卷第 1–2 页）
Original. For the explicit shifted QR iteration on an upper Hessenberg H0 = U∗

0AU0: (1)
prove every Hk remains upper Hessenberg; (2) explain the Hessenberg reduction; (3) if A
has distinct eigenvalues and no shift is an eigenvalue, prove the iterates are unreduced; (4)

with Hk =

[
Gk uk

ϵke
T αk

]
, e = (0, . . . , 0, 1)T , prove, provided µk is not an eigenvalue of Gk,

|ϵk+1| ≤ ρ2k ‖uk‖2 |ϵk|
2 + ρk|αk − µk| |ϵk|, ρk =

∥∥(Gk − µkI)
−1
∥∥
2
.

中文译述

对显式移位 QR：证明各次迭代保持上 Hessenberg 结构；解释先把 A 化为 H0 的目

的；在互异特征值且移位不命中特征值时证明矩阵不可约；最后按原卷的 2× 2分块

证明尾部次对角元 ϵk 的给定递推上界。

完整解答：Q2
Hk−µI = QkRk 且Hk+1 = RkQk+µI = Q∗

kHkQk。Hessenberg QR的 Householder/Givens
消元只作用相邻行列，RkQk 仍 Hessenberg。先化 Hessenberg 一次需 O(n3)，以后每步

O(n2)；直接对稠密矩阵每步 O(n3)。若某次次对角元为零，Hessenberg 分块导致特征多项
式分解；在不碰到特征值的非奇异 QR 步中零/非零次对角模式由 Givens 因子保持，因此
从 distinct-spectrum 的 unreduced 初始相似形出发保持 unreduced。
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第四问由分块逆/消元：末行消元向量的范数至多 ρk|ϵk|；更新后的末次对角元由一次二阶
耦合项和移位失配项组成，Cauchy–Schwarz给 |ϵk+1| ≤ ρ2k ‖uk‖2 |ϵk|2+ρk|αk−µk||ϵk|。若
取 Rayleigh/Wilkinson 型移位使第二项同阶或更小，即出现快速 deflation。
关键条件：µk /∈ spec(Gk) 使分块解存在；结构保持不等于数值舍入下严格非零。

2023 秋 Q3：Chebyshev 微分矩阵（原卷第 2 页）
Original. A degree-n polynomial is determined by its values on an (n + 1)-point grid
{xj}nj=0. Define the differentiation matrix D ∈ R(n+1)×(n+1) by p′(xi) =

∑n
j=0Dijp(xj).

(1) Prove Dij = ℓ′j(xi), where ℓj is the jth Lagrange basis function. (2) For xj = cos(jπ/n),
derive explicit formulas for every Dij .

中文译述

对任意 (n+1)点网格，证明把多项式函数值映到导数值的微分矩阵满足Dij = ℓ′j(xi)；

当 xj = cos(jπ/n) 时推导所有对角与非对角元素的显式公式。

完整解答：Q3
p(x) =

∑
j p(xj)ℓj(x)，逐项求导并令 x = xi 即得。令 c0 = cn = 2, cj = 1，则对 i 6= j，

Dij =
ci
cj

(−1)i+j

xi − xj
.

由常数导数为零，Dii = −
∑

j ̸=iDij，化简得 Dii = −xi/[2(1− x2i )]（1 ≤ i ≤ n− 1），端点

D00 = (2n2 + 1)/6、Dnn = −(2n2 + 1)/6。直接由节点多项式导数比也可得到非对角式。

2023 秋 Q4：二级 RK（原卷第 2 页）

Original. For tableau c = (0, 1)T , A =

[
0 0

1 0

]
, b = (1/2, 1/2)T : write un+1 = un + hF ;

prove convergence and determine order; find the absolute stability region.

中文译述

对题给二级 Runge–Kutta 表：写成 un+1 = un + hF (tn, un, h; f)；在足够光滑与

Lipschitz 条件下证明收敛并确定阶；给出尽量显式的绝对稳定域。

完整解答：Q4
K1 = f(tn, un)、K2 = f(tn + h, un + hK1)，un+1 = un + h(K1 + K2)/2。Taylor 展开
K2 = f + h(ft + fyf) +O(h2)，故一步 defect 为 O(h3)；Lipschitz 给一步映射稳定，离散
Gronwall 得全局二阶。测试方程上 R(z) = 1 + z + z2/2，稳定域即 |1 + z + z2/2| ≤ 1；负

实轴交为 [−2, 0]。
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2023 秋 Q5：三阶色散方程 LF 型格式（原卷第 2 页）
Original. For ut + auxxx = 0 (a constant), consider

un+1
m = 1

2(u
n
m+1 + unm−1)− 1

2akh
−3(unm+2 − 2unm+1 + 2unm−1 − unm−2),

where k, h are the time step and mesh size. (1) Give the leading-order local truncation
term. (2) Analyze stability.

中文译述

对原卷给出的 ut + auxxx = 0 Lax–Friedrichs 型五点格式，求局部截断误差首项，并
用 Fourier 模式分析稳定性与 k/h3 限制。

完整解答：Q5
把精确解代入：空间平均贡献 1

2h
2uxx，中心三阶差分 (uj+2−2uj+1+2uj−1−uj−2)/(2h

3) =

uxxx+
1
4h

2uxxxxx+O(h4)。除以时间步后，主截断项含 −(h2/(2k))uxx 与 ah2uxxxxx/4（符

号按残差定义改变）。Fourier 代入得 G = cos θ − i akh−3(sin 2θ − 2 sin θ)，故 |G|2 =

cos2 θ + q2(sin 2θ − 2 sin θ)2，其中 q = ak/h3。由于

sin 2θ − 2 sin θ = 2 sin θ(cos θ − 1),

条件 |G| ≤ 1 等价于 4q2(1− cos θ)2 ≤ 1。对全波数取上确界得到 16q2 ≤ 1，故锐 CFL 条
件为

|ak|/h3 ≤ 1
4 .

端点波数直接代入仍有 |G| = 1。该模型不在最新版培训主干，本书只保留分析技法。

2023 秋 Q6：线性规划顶点与强对偶（原卷第 3 页）

Original. For max cTx s.t. Ax = b, x ≥ 0, A full row rank, prove basic feasible solutions
are exactly vertices; write the dual and prove equality/attainment when an optimum exists.

中文译述

对 max cTx、Ax = b、x ≥ 0 且 A 满行秩的线性规划：证明基本可行解恰为可行域

顶点；写出对偶，并证明原问题有最优解时对偶也达到最优且两者最优值相等。

完整解答：Q6
若 BFS 的基列 AB 可逆而 xN = 0，写成两个不同可行点平均会使两点非基分量都为零，

继而 ABdB = 0，故相同，是顶点。反之若正分量所对应列线性相关，存在非零 d 支撑在

这些分量且 Ad = 0；取小 t 使 x± td ≥ 0，则 x 非顶点。因此顶点正支撑列独立，可扩为

基，故是 BFS。
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对偶为 min bT y s.t. AT y ≥ c。弱对偶由 cTx ≤ yTAx = bT y。取原问题最优 BFS 基 B，

令 y = A−T
B cB；若某非基列违反 aTj y ≥ cj，沿相应 reduced-cost 正方向可提高目标，矛盾，

故 y 对偶可行且 bT y = cTBxB = cTx，得到双方达到与等值。

2023 秋 Q7：弱摄动特征值（原卷第 3 页）
Original. For u′′ + (λ+ ϵf(x))u = 0, u(0) = 0, u′(1) = 0, obtain λ to accuracy O(ϵ).

中文译述

对 u′′ + (λ+ ϵf(x))u = 0、u(0) = 0、u′(1) = 0，在 0 < ϵ� 1 下求使误差达到 O(ϵ)

的特征值渐近展开。

完整解答：Q7
令 λ = λ0 + ϵλ1 + · · ·、u = u0 + ϵu1 + · · ·。零阶 u0 = sin(kx)，k = (n + 1

2)π，λ0 = k2。

一阶 u′′1 + λ0u1 = −(λ1 + f)u0，同齐次边界。Fredholm 可解条件与 u0 内积为零，故

λ1 = −
∫ 1
0 f(x) sin2(kx) dx∫ 1

0 sin2(kx) dx
.

因此 λn = k2n− ϵ〈f sin2(knx)〉/〈sin2(knx)〉+O(ϵ2)；若题意“accuracy O(ϵ)”只需零阶，则

写到余项 O(ϵ)，一阶式给更高精度。
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考试范围提醒
本卷共 7 道大题；Q6、Q7 允许二选一，本书两题均解。

2024 春 Q1：Chebyshev 多项式（原卷第 1 页，20 分）
Original. With Tn(x) = cos(n arccosx): (i) prove it is degree n; (ii) show Tn(2x − 1) =

T2n(
√
x) for 0 < x < 1; (iii) prove discrete orthogonality on zeros xk = cos((2k−1)π/(2n)).

中文译述

由 Tn(x) = cos(n arccosx)：证明它是 n 次多项式；证明 Tn(2x− 1) = T2n(
√
x)；并

在 Tn 的 n 个零点上证明 {Tk : 0 ≤ k < n} 对题给离散内积正交。

完整解答：Q1
Tn+1 = 2xTn − Tn−1，由 T0 = 1, T1 = x 归纳得次数 n 且首项系数 2n−1。令

√
x = cos θ，

则 2x− 1 = cos 2θ，两边均为 cos(2nθ)。离散正交用积化和差：Tj(xk)Tl(xk) = 1
2 [cos((j −

l)θk) + cos((j + l)θk)]；对 θk = (2k − 1)π/(2n) 求和，非零频率的等比和为零，因此 j 6= l

正交；范数在 j = 0 为 n，其余为 n/2。

2024 春 Q2：CG 与非 Hermitian Krylov（原卷第 1 页，15 分）
Original. Let A be SPD and apply CG to Ax = b. (i) Prove the printed estimate

‖xk − x∗‖A ≤

(√
κ2(A)− 1√
κ2(A) + 1

)k

‖x0 − x∗‖A ,

where ‖x‖A =
√
x∗Ax and κ2(A) = maxλ(A)/minλ(A); any approximation theorem used

must be stated. (ii) Describe one Krylov-subspace method for non-Hermitian A 6= A∗, by
clear pseudocode or formulas.

中文译述

对 SPD系统的 CG，证明原卷打印的 A-范数条件数误差界，并清楚陈述所用逼近定
理；再用伪代码或公式描述一种用于非 Hermitian 矩阵的 Krylov 子空间方法。

完整解答：Q2
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CG 最小化性质与 Chebyshev 映射给标准界 ‖ek‖A ≤ 2qk ‖e0‖A，q = (
√
κ− 1)/(

√
κ+ 1)。

原卷公式没有前因子 2；该无因子形式并非一般标准上界，故本书保留公式口径差异：若采
用更强归一化/特例可改善常数，通用证明必须带 2。
GMRES：Arnoldi构造 AVk = Vk+1H̄k，求 yk = arg miny

∥∥βe1 − H̄ky
∥∥
2
，置 xk = x0+Vkyk。

每步正交化成本增长并需存储基；可 restart，但会损失最小化历史。

2024 春 Q3：Kepler 方程（原卷第 1–2 页，15 分）
Original. For f(x) = x − ϵ sinx − η, 0 < |ϵ| < 1: (i) prove a unique real root α exists
and η − |ϵ| ≤ α ≤ η + |ϵ|; (ii) prove xn+1 = ϵ sinxn + η converges for every x0; (iii) if
mπ < η < (m+ 1)π, prove Newton converges monotonically when

x0 =

(m+ 1)π, (−1)mϵ > 0,

mπ, otherwise.

中文译述

对 Kepler方程 x−ϵ sinx−η = 0：证明唯一实根及 η±|ϵ|界；证明 xn+1 = ϵ sinxn+η
对任意初值收敛；并按 mπ < η < (m+1)π 给定的端点初值证明 Newton 单调收敛。

完整解答：Q3
f ′(x) = 1 − ϵ cosx ≥ 1 − |ϵ| > 0，且 f → ±∞，故唯一根；由 α − η = ϵ sinα 得界。
ϕ(x) = ϵ sinx+ η 在全实线 Lipschitz 常数 |ϵ| < 1，故任意初值收敛。Newton 单调性：按
(−1)mϵ 选择端点，使初值一侧 f(x0)f

′′(x0) > 0，且区间内 f ′ 不变号；切线交点保持在根

同侧并单调有界，极限代入迭代必为唯一根。

2024 春 Q4：波动一阶系统格式（原卷第 2 页，15 分）
Original. For ut = vx, vt = ux, analyze the truncation error and stability of

1

τ

(
un+1
j −

unj+1 + unj−1

2

)
=
vnj+1 − vnj−1

2h
,

1

τ

(
vn+1
j −

vnj+1 + vnj−1

2

)
=
unj+1 − unj−1

2h
.

中文译述

对 ut = vx, vt = ux 的题给 Lax 平均中心差分系统，逐式计算截断误差，并建立
2× 2 Fourier 放大矩阵判定稳定性。

完整解答：Q4
两式的时间前差与空间中心差给一阶时间、二阶空间；Lax平均项除以 τ 产生 O(h2/τ)，故在

固定 Courant比下总体一阶。令 λ = τ/h、代入 eijθ，放大矩阵为 G = cos θI+iλ sin θ
[
0 1

1 0

]
（符号不影响模），特征值 cos θ ± iλ sin θ，模平方 cos2 θ + λ2 sin2 θ，故 |λ| ≤ 1。临界等号
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矩阵可酉对角化，单位根半单，稳定。

2024 春 Q5：二维中心差分最大值原理（原卷第 2 页，15 分）
Original. State and prove a maximum principle for the centered discretization of uxx +

uyy + dux + euy + fu = 0, f < 0, under suitable assumptions.

中文译述

为 uxx + uyy + d(x, y)ux + e(x, y)uy + f(x, y)u = 0、f < 0 的中心差分，在适当网

格与系数条件下写出并证明离散最大值原理。

完整解答：Q5
用中心差分后，若 |d|hx ≤ 2、|e|hy ≤ 2，四邻点系数非负；中心系数为其负和再加 f < 0，

严格为负。若内部取得正最大值 M，每个邻点不超过 M，则离散算子在该点严格小于等于

fM < 0，与齐次方程矛盾。因此正最大值在边界；对 −u 得负最小值也在边界，进而唯一
性与 ℓ∞ 稳定。若系数条件不满足，单调矩阵结构消失，结论不能照搬。

2024 春 Q6：边界层复合展开（原卷第 2 页，20 分）
Original. For ϵy′′ + ϵ(1 + x)2y′ − y = x − 1, y(0) = α, y(1) = −1: construct composite
expansions for α = 1 and α = 0, sketch, and justify accuracy for the first case.

中文译述

对 ϵy′′ + ϵ(1 + x)2y′ − y = x− 1、y(0) = α, y(1) = −1：分别在 α = 1、α = 0 时构

造复合展开并画示意；对第一种情形说明展开的 ϵ 精度。

完整解答：Q6
外层令 ϵ = 0 得 y0 = 1−x，满足 y0(1) = 0 而非 −1，故 x = 1 有宽度

√
ϵ 的层；若 α = 1，

左端已匹配。令 X = (1− x)/
√
ϵ，主方程 YXX − Y = 0，要求 Y (0) 补偿 −1− y0(1) = −1

且 Y → 0，故 Y = −e−X。复合主项 yc = 1− x− e−(1−x)/
√
ϵ。

α = 0 时还需左层 Z = x/
√
ϵ，补偿 −1，得 yc = 1− x− e−x/

√
ϵ − e−(1−x)/

√
ϵ。主方程残差

含对流项与外解二阶项，代入可得一致误差通常 O(
√
ϵ)；若加入下一阶内外项可提升。草

图显示 α = 1 仅右端快速下降，α = 0 两端均有层。

2024 春 Q7：次梯度与软阈值（原卷第 2 页，20 分）
Original. For convex f , prove ∂f(x) nonempty and bounded for x ∈ intdom f ; compute
∂ ‖x‖1; solve minx

1
2 ‖x− y‖22 + λ ‖x‖1.
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中文译述

对凸函数证明 x ∈ intdom f 时 ∂f(x) 非空且有界；写出 ‖x‖1 的完整次微分；求
minx

1
2‖x− y‖22 + λ‖x‖1 的闭式解。

完整解答：Q7
在内点取小闭球仍在定义域，凸函数局部 Lipschitz；支撑超平面定理给 epigraph在 (x, f(x))

的非竖直支撑，从而次梯度非空，局部 Lipschitz 常数界住全部次梯度。∂ ‖x‖1 的第 i 分

量为 sign(xi) 若非零，为 [−1, 1] 若为零。目标可分离；最优性 0 ∈ xi − yi + λ∂|xi| 给
x∗i = sign(yi)(|yi| − λ)+。
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考试范围提醒
本卷共 7 道大题，以下按原题顺序完整收入。

2024 秋 Q1：SVD 最佳低秩（原卷第 1 页，15 分）
Original. Find the rank-k best approximation to A ∈ Cm×n in spectral and Frobenius
norms.

中文译述

给定 A ∈ Cm×n 和 k ≤ n ≤ m，分别在谱范数与 Frobenius 范数下构造不劣于任意
秩 k 矩阵的最佳秩 k 逼近。

完整解答：Q1
若 A = U diag(σ1, . . . )V ∗，取 Ak = UkΣkV

∗
k。对任意 rankB ≤ k，在 span{v1, . . . , vk+1}

中存在单位 z 使 Bz = 0，故 ‖A−B‖2 ≥ ‖Az‖ ≥ σk+1，而截断 SVD 达到。Frobenius 情
形由酉不变性和奇异值平方和的尾部最小性得 ‖A−Ak‖F = (

∑
j>k σ

2
j )

1/2。

2024 秋 Q2：Gauss–Seidel 收敛（原卷第 1 页，20 分）

Original. Derive xk+1 = (D−L)−1Uxk+(D−L)−1b; prove convergence for strict diagonal
dominance and for SPD A.

中文译述

从分量 Gauss–Seidel 写出 (D − L)−1U 迭代矩阵；分别证明严格对角占优和对称正

定时 A 可逆且迭代从任意初值收敛到 A−1b。

完整解答：Q2
逐行把新分量放左、旧分量放右即得矩阵式。严格对角占优时，若 BGSz = λz，取使 |zi|
最大的最先/合适指标，从 λaiizi = −λ

∑
j<i aijzj −

∑
j>i aijzj 推出 |λ| < 1，故收敛；同

一占优也由 Levy–Desplanques 给可逆。
SPD时 GS是对二次函数 1

2x
TAx− bTx的循环坐标精确最小化，每次更新使能量下降，下

降量控制步长；能量下有界、步长趋零，任一聚点满足全部坐标梯度为零，SPD 唯一解迫
使全列收敛。亦可用矩阵分裂定理证明 ρ(BGS) < 1。
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2024 秋 Q3：Hilbert 矩阵谱半径（原卷第 1 页，20 分）
Original. Prove Hn = (1/(i + j − 1)) is positive definite, ρ(Hn) strictly increases, and
ρ(Hn) → π.

中文译述

对 Hn = (1/(i+ j − 1))：证明正定；证明谱半径随 n 严格增加；证明当 n→ ∞ 时
谱半径趋于 π。

完整解答：Q3
Hij =

∫ 1
0 x

i−1xj−1dx，故 cTHnc =
∫ 1
0 |
∑
cix

i−1|2dx > 0。Hn 是 Hn+1 主子矩阵，Rayleigh
商给非降；若相等，Hn+1 的最大特征向量末分量为零，但末行与正 Perron 向量内积非零，
矛盾，故严格增。Hilbert 不等式给 ‖Hn‖2 < π；取近似极值序列（例如离散化 x−1/2 的截

断向量）使 Rayleigh 商趋于 π，故极限为 π。

限制：最后一步依赖 Hilbert 不等式及其常数锐性；原卷允许引用时应明确陈述。

2024 秋 Q4：热方程三层隐式格式（原卷第 1 页，10 分）
Original. Apply, for ut − a2uxx = 0 (Cauchy or periodic problem),

(1 + θ)
un+1
j − unj

k
− θ

unj − un−1
j

k
= a2

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

h2
, θ ≥ 0.

Give its truncation error and stability, and determine the value of θ yielding the highest
truncation order.

中文译述

对热方程题给含参数 θ ≥ 0 的三层隐式格式，求截断误差、判定稳定性，并确定使

截断阶最高的 θ。

完整解答：Q4
在 tn 展开左端：(1+ θ)(un+1−un)/k− θ(un−un−1)/k = ut+

1
2(1+2θ)kutt+O(k2)；右端

新层中心差为 a2[uxx + kuxxt + h2uxxxx/12+ · · · ]。用 PDE utt = a2uxxt，令
1
2(1 + 2θ) = 1

得 θ = 1/2 消去 O(k)，最高为时间二阶、空间二阶。

令 s = 4 sin2(ξh/2)、r = a2k/h2，并代入 unj = ζneijξh，得到

(1 + θ + rs)ζ2 − (1 + 2θ)ζ + θ = 0.

Jury 条件依次为

|θ| ≤ 1 + θ + rs, rs ≥ 0, 2 + 4θ + rs > 0,
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故对全部 θ ≥ 0、r ≥ 0 无条件稳定。s = 0 时两根为 1 与 θ/(1 + θ)；单位根为单根，因而

没有 Jordan 增长。特别 θ = 1/2 同时给最高阶。

2024 秋 Q5：一维离散最大值与稳定界（原卷第 1–2 页，15 分）
Original. On x0 < · · · < xM , let Luj = −(ajuj−1−bjuj+cjuj+1)+qjuj for 1 ≤ j ≤M−1,
where aj , bj , cj > 0, qj ≥ 0, and aj + cj ≤ bj . (i) If Luj ≤ 0, prove that u cannot attain a
positive interior maximum unless uj ≡ C. (ii) If dj = bj − aj − cj + qj > 0 and Luj = ϕj ,
u0 = uM = 0, prove ‖u‖∞ ≤ maxj |ϕj |/dj .

中文译述

在 aj , bj , cj > 0、qj ≥ 0、aj + cj ≤ bj 下，证明 Luj ≤ 0 时内部不能取得正最大值

（除非常数）；再在 dj > 0 和零边界下证明题给 ℓ∞ 解界。

完整解答：Q5
在正最大点 i，ui±1 ≤ ui =M，故 Lui ≥ (bi− ai− ci+ qi)M = diM ≥ 0；若假设 Lui ≤ 0，

等号迫使相邻点也等于M，连锁到边界/全网格，得到常数。对方程取 i为 |u|最大点，并对
u 或 −u 应用同一估计：di ‖u‖∞ ≤ |ϕi|，故 ‖u‖∞ ≤ maxi |ϕi|/di（更精确为 maxi |ϕi|/di）。

2024 秋 Q6：强凸水平集（原卷第 2 页，10 分）
Original. If f ∈ C2(S) is convex on closed convex S and ∇2f � mI on the sublevel
L(f(x0)), prove this sublevel is bounded, closed and convex.

中文译述

设 S 非空闭凸、f ∈ C2(S) 凸，且在次水平集 L(f(x0)) 上有 dT∇2f(x)d ≥ m‖d‖2；
证明该次水平集有界、闭且凸。

完整解答：Q6
连续性与 S 闭给水平集闭；凸性给其凸。对 x在该水平集连接 x0的线段仍在水平集，Taylor
积分式给 f(x) ≥ f(x0) + 〈∇f(x0), x− x0〉+ m

2 ‖x− x0‖2。左侧不超过 f(x0)，故二次项被

线性项控制，推出 ‖x− x0‖ ≤ 2 ‖∇f(x0)‖ /m（零梯度时只有 x0），因此有界。

2024 秋 Q7：线性规划手算（原卷第 2 页，10 分）
Original. For

max 3x1 + 2x2 + 15x3, x1 + x2 + x3 ≤ 12, 2x1 + x2 + 5x3 ≤ 18, x1, x2, x3 ≥ 0,

(i) write the standard LP form; (ii) compute the optimal solution and optimal value.
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中文译述

把原卷的三变量线性规划写成标准形，并计算其最优解和最优目标值。

完整解答：Q7
加 s1, s2 ≥ 0：x1 + x2 + x3 + s1 = 12、2x1 + x2 + 5x3 + s2 = 18。因 x3 单位第二资源

收益高，考察顶点。取 x1 = x2 = 0 得 x3 ≤ 18/5，值 54；若两约束等号并令一个变量零：

x1 = 0 给 x3 = 2, x2 = 10，值 50；x2 = 0 给 x3 = −2 不可行；x3 = 0 给 x1 = 6, x2 = 6，

值 30。轴顶点 x2 = 12 值 24、x1 = 9 值 27。因此最优 x∗ = (0, 0, 18/5)、最优值 54。
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考试范围提醒
Q1、Q2 的打印题面与唯一完整解答分别见 第 2 章的周期复化梯形真题（第 13 页）、第
3 章的重根 Newton 真题（第 29 页）。

考试范围提醒
本卷共 7 道大题；Q6、Q7 允许二选一，本书两题均解。

2025 春 Q3：Sherman–Morrison 与 O(n) 结构（原卷第 1 页，20 分）
Original. Prove Sherman–Morrison. For Ajk = 4nδjk + cos(tj − sk), give O(n) methods
for Ab, A−1 and |A|.

中文译述

先证明 Sherman–Morrison 公式；再对 Ajk = 4nδjk + cos(tj − sk) 和任意 b，分别给

出计算 Ab、A−1 与 |A| 的 O(n) 方法。

完整解答：Q3
直接乘 (A+uvT )[A−1−A−1uvTA−1/(1+ vTA−1u)] = I 即证。由 cos(t− s) = cos t cos s+
sin t sin s，写 A = 4nI +UV T，U = [cos t, sin t]、V = [cos s, sin s]，秩至多 2。Ab = 4nb+

U(V T b)，O(n)。Woodbury：A−1 = (4n)−1I−(4n)−2U [I2+(4n)−1V TU ]−1V T；表示/作用于
向量为 O(n)，无需输出稠密 n2 元素。矩阵行列式引理 detA = (4n)n det[I2+(4n)−1V TU ]，

累加四个内积即可。

2025 春 Q4：抛物型一阶系统隐式格式（原卷第 1–2 页，15 分）
Original. For ut = −vxx, vt = uxx, analyze truncation error and stability of

un+1
j − unj

τ
= − 1

2h2
(
δ2xv

n
j + δ2xv

n+1
j

)
,

vn+1
j − vnj

τ
=

1

2h2
(
δ2xu

n
j + δ2xu

n+1
j

)
,

where δ2xwj = wj+1 − 2wj + wj−1.
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中文译述

对 ut = −vxx, vt = uxx 的题给新旧时间层空间二阶差分平均格式，分析截断误差并

用矩阵 Fourier 方法判定稳定性。

完整解答：Q4

两式等价于对空间中心差矩阵 Lh 使用梯形法：若 w = (u, v)T、J =

[
0 −1

1 0

]
，则 (wn+1−

wn)/τ = JLh(w
n+1+wn)/2。Taylor给时间二阶、空间二阶。Fourier下 Lh特征值 −λh ≤ 0，

放大矩阵 G = (I+ τ
2λhJ)

−1(I− τ
2λhJ)。因 J∗ = −J，这是 Cayley变换且酉，故 ‖G‖2 = 1，

无条件 ℓ2 稳定。

2025 春 Q5：Lax–Wendroff 能量与边界（原卷第 2 页，15 分）
Original. For ut + aux = 0, ν = aτ/h, use

un+1
j = −1

2ν(1− ν)unj+1 + (1− ν2)unj + 1
2ν(1 + ν)unj−1.

(i) On the real line prove

∥∥un+1
∥∥2
2
= ‖un‖22 − ν2(1− ν2)

(
1
2

∥∥δ+x un∥∥22 − 〈δ+x un, δ−x un〉) ,
with the norms and differences defined in the question. (ii) For a > 0 on (0, 1) and un0 = 0,
give a simple stable numerical boundary condition at x = 1.

中文译述

对输运方程的 Lax–Wendroff 格式：在全实线证明题给 ℓ2 恒等式；当 a > 0、左端

齐次边界时，为右端点给出一个使格式稳定的简单数值边界条件。

完整解答：Q5
把 LW 写为 un+1 = un− νδ0un+(ν2/2)δ+δ−u

n，平方求和；用 〈δ0u, u〉 = 0、〈δ+δ−u, u〉 =
−‖δ+u‖2 以及差分恒等式整理，即得原卷给出的等式。|ν| ≤ 1 时右侧非增（交叉项可化为

非负组合），故 Cauchy 问题稳定。
a > 0 时右端是出流边界，不应强加物理数据；简单闭合可取零阶外推 unM+1 = unM（或一

阶线性外推），配合能量边界通量非增。入流端 un0 = 0 才是必需边界条件。

2025 春 Q6：立方阻尼多尺度（原卷第 2 页，20 分）
Original. For y′′+y+ϵ(y′)3 = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, construct a multiple-scale large-time
approximation and discuss validity.
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中文译述

对含立方阻尼的振子 y′′+ y+ ϵ(y′)3 = 0 及给定初值，用多尺度法构造大时间有效近

似，并说明该近似的有效时间尺度与误差理由。

完整解答：Q6
令 T = ϵt、y0 = A(T ) cos(t+ ϕ)。能量平均：E = (y′2 + y2)/2 = A2/2，dE/dt = −ϵ(y′)4，
周期平均 〈(y′)4〉 = 3A4/8，故 AAT = −3A4/8，即 AT = −3A3/8、ϕT = 0。A(0) = 1 给

A(T ) = (1 + 3T/4)−1/2，y(t) ≈ (1 + 3ϵt/4)−1/2 cos t，再加一阶三次谐波可提高点态精度。
消除了 secular term，主近似在 t = O(1/ϵ) 一致有效；更长时间或振幅趋零时需重新估计

相对误差。

2025 春 Q7：投影与距离平方（原卷第 2 页，20 分）
Original. For a nonempty closed convex K, prove the projection variational inequality
and prove Θ(z) = 1

2 ‖z −ΠKz‖2 is convex C1 with gradient z −ΠKz.

中文译述

对非空闭凸集K：证明投影 ΠK(z)满足题给变分不等式；再证明Θ(z) = 1
2‖z−ΠKz‖2

是凸的连续可微函数且 ∇Θ(z) = z −ΠKz。

完整解答：Q7
对 p = ΠKz 和 d ∈ K，函数 ‖z − [p+ t(d− p)]‖2 在 t = 0+ 导数非负，得

〈z − p, d− p〉 ≤ 0。令 pz, pw 分别为投影，两个变分不等式相加得 firm nonexpansiveness：
〈pz − pw, z − w〉 ≥ ‖pz − pw‖2。用上下界 Θ(z + h) ≤ 1

2 ‖z + h− pz‖2 与投影最优性反向
估计，余项由投影 Lipschitz 控制为 O(‖h‖2)，故 ∇Θ(z) = z − pz。凸性可由梯度单调性

〈(z − pz)− (w − pw), z − w〉 ≥ 0 得到。
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考试范围提醒
Q2的打印题面与唯一完整解答见第 2章的 Chebyshev极小与 Gauss–Chebyshev真题（第
14 页）。

考试范围提醒
本卷共 7 道大题，以下按原题顺序完整收入。

2025 秋 Q1：Newton–Schulz 逆迭代（原卷第 1 页，10 分）
Original. For Xk+1 = 2Xk−XkAXk, prove quadratic convergence if ‖I −AX0‖ < 1, and
prove such X0 exists iff A is nonsingular.

中文译述

对 Xk+1 = 2Xk−XkAXk：证明 ‖I−AX0‖ < 1时 A非奇异且 Xk 二次收敛到 A−1；

证明存在这样的 X0 当且仅当 A 非奇异。

完整解答：Q1
令 Ek = I−AXk，则 Ek+1 = I−A(2Xk−XkAXk) = (I−AXk)

2 = E2
k，故 ‖Ek‖ ≤ ‖E0‖2

k

。

‖I −AX0‖ < 1 使 AX0 = I −E0 可逆，故 A 可逆；且 Xk −A−1 = −A−1Ek，二次收敛。

若 A 可逆取 X0 = αAT，0 < α < 2/λmax(AA
T )，则

∥∥I − αAAT
∥∥
2
< 1；反向已证。

2025 秋 Q3：广义特征值与 QZ（原卷第 1 页，20 分）
Original. For the pencil µAx = λBx: give an example with more than n eigenvalues;
prove simultaneous unitary equivalence to upper triangular (S, T ); recover eigenvalues;
outline Hessenberg–triangular reduction.

中文译述

对广义特征值问题 µAx = λBx：给出特征值超过 n 个的例子；证明存在酉等价把

(A,B) 同时化为上三角；说明如何读出特征值；并以 n = 4 为例构造 Hessenberg–
triangular 预化简。

完整解答：Q3
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若 A = B = 0，任意射影对 (λ, µ) 都是特征值，超过 n；这说明需 regular pencil 才有有
限计数。广义 Schur 定理给酉 Q,Z 使 Q∗AZ = S,Q∗BZ = T 均上三角；可由对矩阵铅

笔作归纳：取一个广义特征向量作为 Z 首列、相应左向量构造 Q，消去首行列后递归。对

regular pencil，特征值由对角对 (sii, tii) 给射影比 λi/µi = sii/tii，tii = 0 表示无穷特征值。

Hessenberg–triangular reduction交替用 Householder：先对 B 作 QR使其三角，再用左变
换消 A 的列下部，同时用右变换恢复 B 的三角结构，逐列推进；之后 QZ 迭代保持结构。

2025 秋 Q4：二维 Du Fort–Frankel（原卷第 1 页，15 分）
Original. Construct DFF for ut = uxx + uyy and discuss consistency and stability.

中文译述

为二维扩散方程 ut = uxx + uyy 构造 Du Fort–Frankel 格式，并分别讨论稳定性及
在网格联合趋零路径下的一致性。

完整解答：Q4
令 rx = τ/h2x, ry = τ/h2y，用 2unij ≈ un+1

ij + un−1
ij 替换两个 Laplacian 的中心项，整理得

(1 + 2rx + 2ry)u
n+1
ij = (1− 2rx − 2ry)u

n−1
ij + 2rx(u

n
i+1,j + uni−1,j) + 2ry(u

n
i,j+1 + uni,j−1).

Fourier 得二次根条件，可验证对非负 rx, ry 稳定。Taylor 代入出现通常热方程误差外还含
τ2/h2x、τ

2/h2y 型项，因此一致需 τ/hx → 0、τ/hy → 0；“无条件稳定”不等于任意路径都

收敛。

2025 秋 Q5：波动三层空间平均格式（原卷第 2 页，15 分）
Original. For utt = uxx, analyze stability of

un+1
j − 2unj + un−1

j

τ2
=
δ2xu

n+1
j

4h2
+
δ2xu

n
j

2h2
+
δ2xu

n−1
j

4h2
.

中文译述

对波动方程题给三层格式（空间二阶差分在 n + 1, n, n − 1 层权重分别为

1/4, 1/2, 1/4），建立二步特征方程并完整判定稳定性及临界重根。

完整解答：Q5
对 Fourier 模式令 s = sin2(θ/2)、λ = τ/h，代入得到关于 ζ 的对称二次式 (1 + λ2s)ζ2 +

(−2 + 2λ2s)ζ + (1 + λ2s) = 0。除以首项并令 ζ = eiω，得到

cosω =
1− λ2s

1 + λ2s
∈ [−1, 1]
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对任意有限 λ 和 s ∈ [0, 1] 成立。因此所有非零波数的两根均在单位圆上且互异，格式在离

散能量范数下无条件稳定。s = 0 给双根 ζ = 1；对应零波数解为常数加线性时间项，它表

示波动方程的空间常数位移与常数速度模态。若只用位移的逐步幂有界定义，必须排除不

相容的零模初速度；若采用包含离散速度的自然能量范数，则该物理解不构成数值不稳定。

这里不能机械地把“双根”一律判为不稳定。

2025 秋 Q6：Rayleigh 振子（原卷第 2 页，20 分）

Original. For y′′ + y + ϵ[(y′)3/3 − y′] = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2a, construct a large-time
approximation, state accuracy, and sketch phase orbits.

中文译述

对 Rayleigh 振子及 y(0) = 0, y′(0) = 2a：构造小 ϵ 下的大时间近似；说明精度；对

若干不同 a 画 y–y′ 相图并解释轨道向极限环靠近的现象。

完整解答：Q6
令 y = A(T ) sin(t + ϕ)，T = ϵt。平均 dE/dt = −ϵ[(y′)4/3 − (y′)2]，并用 〈(y′)2〉 = A2/2、

〈(y′)4〉 = 3A4/8，得 AT = A(4−A2)/8、ϕT = 0。由 A(0) = 2a，A2(T ) = 4/[1+(a−2−1)e−T ]：

a < 1 时趋增、a > 1 时趋减、a = 1 已在半径约 2 的极限环上；相图轨道均趋向该闭轨。
在 t = O(1/ϵ) 上误差为 O(ϵ)，更长时间需高阶平均。

2025 秋 Q7：ℓ1 残量问题对偶（原卷第 2 页，20 分）
Original. For minx∈Rn ‖Ax− b‖2 + γ ‖x‖1 with A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, γ > 0: (a) derive
the Lagrange dual of minx,y ‖y‖2 + γ ‖x‖1 subject to Ax − b = y; (b) if Ax∗ − b 6= 0 and
r = (Ax∗ − b)/ ‖Ax∗ − b‖2, show

∥∥AT r
∥∥
∞ ≤ γ, rTAx∗ + γ ‖x∗‖1 = 0;

(c) show that ‖ai‖2 < γ implies x∗i = 0.

中文译述

对 minx ‖Ax − b‖2 + γ‖x‖1：推导引入 y = Ax − b 后的 Lagrange 对偶；在非零残
量下证明题给两条最优性关系；证明列范数 ‖ai‖2 < γ 时必有 x∗i = 0。

完整解答：Q7
取 L = ‖y‖2 + γ ‖x‖1 + λT (Ax − b − y)。关于 y, x 的下确界有限分别等价于 ‖λ‖2 ≤ 1、∥∥ATλ

∥∥
∞ ≤ γ，故对偶为 max{−bTλ : ‖λ‖2 ≤ 1,

∥∥ATλ
∥∥
∞ ≤ γ}。残量 y∗ = Ax∗ − b 6= 0

时置 r = y∗/ ‖y∗‖；y 的次梯度与 x 的 KKT 条件给 λ = r、−AT r ∈ γ∂ ‖x∗‖1。于是∥∥AT r
∥∥
∞ ≤ γ，并由 x∗ 内积得 rTAx∗ + γ ‖x∗‖1 = 0。若 x∗i 6= 0，KKT 又给 |aTi r| = γ；但

|aTi r| ≤ ‖ai‖2 ‖r‖2 < γ，矛盾。
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考试范围提醒
Q1、Q2 的打印题面与唯一完整解答分别见 第 3 章的无导数 Newton 型真题（第 29 页）、
第 2 章的 Legendre、插值与 Gauss 真题（第 16 页）。

考试范围提醒
本卷共 7 道大题；Q6、Q7 允许二选一，本书两题均解。

2026 春 Q3：矩阵最小二乘 AXB ≈ C（原卷第 1 页，20 分）

Original. Given A ∈ Rℓ×m, B ∈ Rn×p, C ∈ Rℓ×p, consider minX ‖AXB − C‖F . (a) Prove
that the minimum is zero iff rank(A) = rank([A C]) and rank(B) = rank

(
B
C

)
. (b) Prove

that the minimizer is unique iff rank(A) = m and rank(B) = n. (c) Give a numerical
method for the unique minimizer. (d) Does it also minimize ‖AXB − C‖2? Explain.

中文译述

对 minX ‖AXB − C‖F：用秩条件刻画最小值为零；刻画极小点唯一；给出数值算
法；并判断该 X∗ 是否也最小化谱范数，说明理由。

完整解答：Q3
AXB = C 可解当且仅当 colC ⊂ colA 且 rowC ⊂ rowB，等价原卷两个增广秩条件。线

性映射 X 7→ AXB 单射当且仅当 A 满列秩且 B 满行秩，即 rankA = m, rankB = n；此

时平方损失严格凸于映射像，极小点唯一。

用 thin QR/SVD：A = UAΣAV
T
A、B = UBΣBV

T
B，则 X∗ = A†CB†（在满秩条件下唯一），

不形成 Kronecker 大矩阵。它一般不同时最小化谱范数。反例取

A =

(
1

0

)
, B = (1 0), C =

(
0 1

1 1

)
.

此时 AXB = ( x 0
0 0 )。Frobenius 极小点为 x = 0，其残量谱范数为 (1 +

√
5)/2；取 x = 1

时残量为
(−1 1

1 1

)
，谱范数为

√
2 < (1 +

√
5)/2。因此不能用“范数等价”推出同一极小点；

只有增加特殊结构条件时才可能共同最优。
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2026 春 Q4：三种隐式输运格式（原卷第 1 页，15 分）
Original. For ut + ux = 0, analyze stability of

(a)
un+1
j − unj

τ
+
un+1
j − un+1

j−1

h
= 0,

(b)
un+1
j − unj

τ
+
un+1
j+1 − un+1

j

h
= 0, (c)

un+1
j − unj

τ
+
un+1
j+1 − un+1

j−1

2h
= 0.

中文译述

对 ut + ux = 0，分别分析后向时间配后向、前向和中心空间差分且空间项取在 n+1

层的三种隐式格式的稳定性。

完整解答：Q4
令 ν = τ/h。代入 Fourier：

Ga =
1

1 + ν(1− e−iθ)
, Gb =

1

1 + ν(eiθ − 1)
, Gc =

1

1 + iν sin θ .

对 ν > 0，(a) 分母模平方 [1 + ν(1− cos θ)]2 + ν2 sin2 θ ≥ 1，无条件稳定；(c) 亦 |Gc| ≤ 1。

对 (b)，分母实部 1− ν(1− cos θ)，存在波数使模小于 1，故一般不稳定（顺风）。这与特
征来向一致。

2026 春 Q5：最大值原理与后向 Euler（原卷第 1–2 页，15 分）
Original. State and prove the maximum principle of a centered finite-difference discretiza-
tion of

uxx + uyy + dux + euy + fu = 0, f < 0,

under suitable assumptions. Apply it to prove stability of backward Euler for

ut − (uxx + uyy + dux + euy + fu) = 0, (x, y) ∈ (0, 1)2,

with homogeneous Dirichlet boundary conditions.

中文译述

对含 d, e, f 且 f < 0 的二维椭圆算子写出并证明中心差分最大值原理；再把它用于

(0, 1)2 上齐次 Dirichlet 抛物问题的后向 Euler，证明稳定性。

完整解答：Q5
最大值原理见 2024 春 Q5。后向 Euler 写 (I − τLh)u

n+1 = un。在中心差分单调系数条件

下，I − τLh 的中心系数严格占优、非对角系数非正，是 M-矩阵。若 un+1 取得正内部最

大值，离散方程给该最大值不超过 ‖un‖∞；对负最小值同理，故
∥∥un+1

∥∥
∞ ≤ ‖un‖∞，迭代

得无条件 ℓ∞ 稳定。

130



计算与应用数学复习资料 第十四章 2026 年春季正式试卷

2026 春 Q6：非线性振子闭轨与周期（原卷第 2 页，20 分）
Original. For ẍ− 2x−x2+x3 = 0: find equilibria; show the orbit from (2+ ϵ, 0) is closed
for small nonzero ϵ and approximate its period through O(ϵ2).

中文译述

对 ẍ − 2x − x2 + x3 = 0：求全部静态解；证明充分小非零 ϵ 时由 (2 + ϵ, 0) 出发的

相轨闭合，并把周期近似求到 O(ϵ2)。

完整解答：Q6
平衡解满足 x(x−2)(x+1) = 0，故 x = −1, 0, 2。写 x = 2+z，方程化为 z′′+6z+5z2+z3 = 0。

势能在 z = 0 二阶导为 6，故这是严格局部极小；小能量水平集为围绕原点的闭曲线，因
此初值 (ϵ, 0) 产生闭轨。

令 s = ωt，并设 ω =
√
6(1 + ω2ϵ

2 +O(ϵ3))、z = ϵz1 + ϵ2z2 + ϵ3z3 + · · ·，其中 z1 = cos s。
二阶方程为

z′′2 + z2 = −5

6
z21 = − 5

12
(1 + cos 2s),

故可取 z2 = −5/12 + (5/36) cos 2s，再用齐次项调整 z(0) = ϵ。三阶方程的 cos s 系数由
2ω2z

′′
1 + (5/3)z1z2 + (1/6)z31 给出；消去共振得到

ω2 = − 49

216
.

这也与一般公式 ω/ω0 = 1 + [3β/(8ω2
0) − 5α2/(12ω4

0)]ϵ
2 + · · · （ω2

0 = 6, α = 5, β = 1）一

致。因此

T =
2π√
6

(
1 +

49

216
ϵ2 +O(ϵ3)

)
.

2026 春 Q7：polar 与双极定理（原卷第 2 页，20 分）
Original. Prove polar convexity; find the polar of a cone, a norm unit ball, and the
simplex {x : 1Tx = 1, x ≥ 0}; prove (C◦)◦ = C for closed convex C 3 0.

中文译述

按极集定义：证明任意 C 的极集凸；分别求锥、一般范数单位球和概率单纯形的极

集；最后证明闭凸且含原点时的双极定理 (C◦)◦ = C。

完整解答：Q7
C◦ = ∩x∈C{y : yTx ≤ 1} 是半空间交，故凸闭。若 K 是锥，缩放迫使 yTx ≤ 0 对所有

x ∈ K，故为负对偶锥。范数单位球的极是对偶范数单位球 {y : ‖y‖∗ ≤ 1}。概率单纯形上
supx y

Tx = maxi yi，故极为 {y : maxi yi ≤ 1}。
总有 C ⊂ (C◦)◦。若 z /∈ C，闭凸分离给 aT z > supx∈C a

Tx。因 0 ∈ C，右侧非负；适当

缩放 a 使 supC a
Tx ≤ 1 而 aT z > 1，于是 a ∈ C◦ 但 z /∈ (C◦)◦。故反包含成立。
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第十五章 跨年度题型索引与答题策略

模块 代表真题 主动作
逼近/积分 2024 春 Q1；2025 春 Q1；2025 秋 Q2；2026 春 Q2 证明 + 误差
非线性 2023 秋 Q1；2024 春 Q3；2025 春 Q2；2026 春 Q1 局部率
线性代数 2023 秋 Q2–Q3；2024 春 Q2；2024 秋 Q1–Q3；2025

春 Q3；2025 秋 Q1/Q3；2026 春 Q3
算法 + 界

ODE/渐近 2023 秋 Q4/Q7；2024 春 Q6；2025 春 Q6；2025
秋 Q6；2026 春 Q6

尺度 + 一致性

PDE 六期均出现，最新范围仅以培训 core 为主 Taylor+Fourier
优化 2023 秋 Q6；2024 春 Q7；2024 秋 Q6–Q7；2025

春 Q7；2025 秋 Q7；2026 春 Q7
KKT/几何

六期试卷共 42 道顶层大题。对 2024 春 CG 前因子、2025 秋 Chebyshev 极小条件和 2026
春振子周期常数等需要特别说明的地方，正文保留数学辨析和采用的解释。
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索引

Fourier 稳定性, 2

Gauss 求积, 2
GMRES, 2

KKT 条件, 97

Laplace 方法, 2

优化, 97

共轭梯度, 2
共轭梯度法, 33
凸优化, 2
匹配渐近展开, 87
后向稳定, 2
对偶, 2

插值, 2
数值偏微分方程, 2, 67
数值线性代数, 2, 33
条件数, 2
渐近分析, 2, 87

离散最大值原理, 67
离散能量, 2
离散能量法, 67
稳定性, 67
线性多步法, 2
绝对稳定, 2

边界层, 2

零稳定, 2
非线性方程, 2
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