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1 引言

Helmholtz 方程是数学物理中描述波动现象的基本方程，在声学、电磁学、量子力
学等领域有广泛应用。本报告研究二维 Helmholtz 特征值问题的数值解法，包括数学推
导、有限差分离散化、基础求解器实现（幂法和反迭代法）、高级方法（Lanczos 算法和
Rayleigh 商迭代）以及数值实验分析。

2 数学推导

考虑二维 Helmholtz 特征值问题：

−∆u = λu 在 Ω = [0, 1]× [0, 1] (1)

带有 Dirichlet 边界条件：
u|∂Ω = 0 (2)

我们采用均匀网格离散化的方法：取网格间距：∆x = ∆y = h = 1
N+1

网格点：

xi = i∆x, yj = j∆y, i, j = 0, 1, . . . , N + 1 内部点数共 N2 个。

利用五点差分格式，对拉普拉斯算子的离散采用中心差分：

−∆u(xi, yj) ≈ −ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1 − 4ui,j

h2
(3)

其中 ui,j = u(xi, yj)。

令 U ∈ RN2
为按行优先排列的未知向量，离散化后的特征值问题为：

AU = λU (4)

其中 A ∈ RN2×N2
是稀疏对称矩阵。

采用行优先排序：

k = i+ (j − 1)N, i, j = 1, . . . , N (5)

其中 (i, j) 对应网格点 (xi, yj)。矩阵 A 的元素为：主对角线：Ak,k = 4
h2 . 水平相邻：

若 i < N，则 Ak,k+1 = − 1
h2；若 i > 1，则 Ak,k−1 = − 1

h2 . 垂直相邻：若 j < N，则

Ak,k+N = − 1
h2；若 j > 1，则 Ak,k−N = − 1

h2

矩阵 A 可表示为分块三对角形式：

A =
1

h2



T −I

−I T −I
. . . . . . . . .

−I T −I

−I T


(6)
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其中：

T =



4 −1

−1 4 −1
. . . . . . . . .

−1 4 −1

−1 4


∈ RN×N , I =


1

. . .
1

 ∈ RN×N (7)

3 基础求解器实现

3.1 幂法（Power Method）

幂法用于求解模最大的特征值（主特征值）。

3.1.1 算法步骤

1 function [lambda, v, k] = power_method_algorithm(A, epsilon, K)
2 n = size(A, 1);
3 v_old = randn(n, 1);
4 v_old = v_old / norm(v_old);
5 for k = 1:K
6 w = A * v_old;
7 v_new = w / norm(w);
8 lambda_k = v_new' * A * v_new;
9 if norm(v_new - v_old) < epsilon

10 fprintf('在第%d次迭代后收敛\n', k);
11 break;
12 end
13 v_old = v_new;
14 end
15 lambda = lambda_k;
16 v = v_new;
17 if k == K
18 warning('达到最大迭代次数%d，可能未收敛到所需精度', K);
19 end
20 end

Listing 1: 幂法 MATLAB 程序
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3.1.2 收敛性分析

• 收敛速度：O

(∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣k)
• 每步时间复杂度：矩阵-向量乘法 O(N2)

• 总时间复杂度：O(kN2)

• 仅适用于 |λ1| > |λ2| ≥ · · · 的情况

3.2 反迭代法（Inverse Iteration）

反迭代法用于求解最接近给定值 µ 的特征值。

3.2.1 算法步骤

1 function [lambda, v, iter_log] = inverse_iteration(A, mu, tol,
max_iter)

2 n = size(A, 1);
3 v = randn(n, 1);
4 v = v / norm(v);
5 I = speye(n);
6 [L, U, P, Q] = lu(A - mu * I);
7 iter_log = [];
8 for k = 1:max_iter
9 w = Q * (U \ (L \ (P * v)));

10 v_new = w / norm(w);
11 lambda = v_new' * A * v_new;
12 iter_log = [iter_log; lambda];
13 if norm(v_new - v) < tol
14 return;
15 end
16 v = v_new;
17 end
18 end

Listing 2: 逆幂法 MATLAB 程序

3.2.2 收敛性分析

• 收敛速度：O

(∣∣∣ λi−µ
λj−µ

∣∣∣k)，其中 λj 是第二接近 µ 的特征值
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• 每步时间复杂度：求解线性系统 O(N3)（直接法）或 O(N2)（迭代法 + 预处理）

• 当 µ 接近特征值时，收敛速度极快（二次收敛）

4 理论复杂度分析

4.1 时间复杂度分析

4.1.1 幂法复杂度详细分析

幂法的单步迭代包含以下操作：

1. 矩阵-向量乘法：w = Av

2. 向量归一化：vnew = w/∥w∥2

3. Rayleigh 商计算：λ = vTnewAvnew

4. 收敛性检查：∥vnew − v∥2

对于二维 Helmholtz离散矩阵 A ∈ Rn×n，其中 n = N2，分析各步的浮点操作次数：

1. 矩阵-向量乘法：矩阵 A 每行最多有 5 个非零元素（五点差分格式），因此：

FLOPsmatvec = 5n = 5N2

2. 向量归一化：需要计算 l2 范数和 n 次除法：

FLOPsnorm = n+ n = 2N2

3. Rayleigh 商计算：可重用 Av 的结果，只需计算一次点积：

FLOPsrayleigh = n = N2

4. 收敛性检查：
FLOPscheck = n = N2

因此，幂法单次迭代的总浮点操作次数为：

FLOPsiter = (5 + 2 + 1 + 1)N2 = 9N2
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4.1.2 幂法迭代次数分析

幂法的收敛速度由特征值比值 ρ =
∣∣∣λ2

λ1

∣∣∣决定。对于 Helmholtz离散矩阵，特征值的
渐近性质为：

λ1 ≈ 2π2, λmax ≈ 8

h2
= 8(N + 1)2

特征值比值的典型范围为 ρ ∈ [0.9, 0.98]。

要达到精度 ε 所需的迭代次数 k 满足：(
λ2

λ1

)k

≤ ε ⇒ k ≥ log ε
log ρ

取 ρ = 0.95，则：

k ≈ −20 log10 ε

例如，对于 ε = 10−8，k ≈ 160 次迭代。

因此，幂法的总时间复杂度为：

Tpower(N) = 9kN2 = O(kN2) = O(N2 log(1/ε))

4.1.3 反迭代法复杂度详细分析

反迭代法的核心是每步求解线性系统：

(A− µI)w = v

我们考虑两种求解策略：

1. 直接法（LU/Cholesky 分解）：

对于带状矩阵 A（带宽为 N），分解的复杂度为：

FLOPsfactor = O(n · bandwidth2) = O(N2 ·N2) = O(N4)

每次求解的复杂度（前向/回代）：

FLOPssolve = O(n · bandwidth) = O(N2 ·N) = O(N3)

总时间复杂度（一次分解 +k 次求解）：

Tinv-direct(N) = O(N4 + kN3)

2. 迭代法（预条件共轭梯度法 PCG）：

矩阵 A− µI 的条件数：

κ(A− µI) ≈ O

(
λmax − µ

λmin − µ

)
= O(N2)
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PCG 的收敛迭代次数：
kPCG = O

(√
κ
)
= O(N)

每次 PCG 迭代的复杂度（矩阵-向量乘法）：

FLOPsPCG-iter = O(N2)

每次反迭代的 PCG 求解复杂度：

FLOPsPCG-solve = kPCG × FLOPsPCG-iter = O(N ·N2) = O(N3)

预条件构造复杂度：

FLOPsprecond = O(N3) (不完全 Cholesky 分解)

总时间复杂度：

Tinv-PCG(N) = O(N3 + kN3) = O(kN3)

4.1.4 收敛速度对比

反迭代法的收敛速度由下式决定：∣∣∣∣λi − µ

λj − µ

∣∣∣∣k
其中 λi 是最接近 µ 的特征值，λj 是第二接近的特征值。

当 µ 接近 λi 时，收敛速度极快：

• 通常只需 3-10 次迭代即可收敛到机器精度

• 局部二次收敛性质

4.2 空间复杂度分析

4.2.1 存储需求详细分析

1. 矩阵存储：

• 稀疏格式（CSR）：存储非零元素值、列索引和行指针

Ssparse = (5n+ n+ n)× sizeof(double) = 7N2 × 8字节

• 稠密格式：
Sdense = n2 × sizeof(double) = N4 × 8字节

2. 向量存储：
Svectors = 3n× sizeof(double) = 3N2 × 8字节

3. 分解存储（反迭代直接法）：

Sfactor = O(n · bandwidth) = O(N3)字节
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4.2.2 空间复杂度总结表

表 1: 各算法空间复杂度详细分析

算法 矩阵存储 向量存储 分解存储 总存储

幂法（稀疏） O(N2) O(N2) - O(N2)

幂法（稠密） O(N4) O(N2) - O(N4)

反迭代（直接法） O(N2) O(N2) O(N3) O(N3)

反迭代（PCG） O(N2) O(N2) O(N2) O(N2)

5 结论与展望

本报告系统研究了 Helmholtz 方程特征值问题的数值解法，包括：

1. 建立了有限差分离散化方法，推导了离散矩阵的构造;

2. 实现了基础求解器（幂法、反迭代法）的实现;

3. 分析了各算法的理论复杂度、收敛性和精度;
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