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ϵijkϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∑
k

ϵijkϵkmn = δimδjn − δinδjm

∑
j,k

ϵijkϵmjk = 2δim,
∑
i,j,k

ϵijkϵijk = 3! = 6

A × (B × C) = B(A · C) − C(A · B)

∇(A · B) = A × (∇ × B) + B × (∇ × A) + (A · ∇)B + (B · ∇)A

∇ · (A × B) = B · (∇ × A) − A · (∇ × B)

∇ × (∇ × A) = ∇(∇ · A) − ∇2
A

相对位置矢量 R = r − r′ : R = |r − r′|

∇ · R = 3, ∇ × R = 0

∇R =
R

R
= R̂, ∇

(
1

R

)
= −

R̂

R2

∇ ·
(

R̂

R2

)
= 4πδ

3
(R) =⇒ ∇2

(
1

R

)
= −4πδ

3
(r − r

′
)

静电力 F = qE, 电场 E = −∇V。

基本方程: ∇ × E = 0 =⇒ E = −∇V .
高斯定律积分形式： ˛

E · dA =
Qenc

ϵ0

泊松方程: ∇2V = − ρ
ϵ0

. 拉普拉斯方程: ∇2V = 0.
直接积分法 (库仑定律):

V (r) =
1

4πϵ0

ˆ
ρ(r′)

|r − r′|
dτ

′

* 方形线圈 (边长 a，求 z 轴上的点):

V =
λ

πϵ0
ln
(√

z2 + a2/2 + a/2√
z2 + a2/2 − a/2

)

* 圆形线圈 (半径 r): V = Q

4πϵ0

√
r2+z2

* 扁平面圆盘 (半径 R): V = σ
2ϵ0

(
√
R2 + z2 − |z|)

静电场能量:
W =

1

2

ˆ
ρV dτ =

ϵ0

2

ˆ
E

2
dτ

位于接地平面上方 z = d 处的点电荷 q:
* 镜像电荷: 位于 z = −d 处的 −q。

* 受力: F = − q2

4πϵ0(2d)2
ẑ

* 诱导表面电荷密度: σ(x, y) = − qd

2π(x2+y2+d2)3/2

* 系统总能量: W = − q2

16πϵ0d (真实电荷与镜像电荷系统能量的一半！)。
相交接地平面 (夹角 α): 需要的镜像电荷数量: N = 360◦

α − 1。

* 仅当 180◦/α ∈ Z+ 时有效 (例如 90◦, 60◦, 45◦)。
静电学界面条件：

Eout − Ein =
σ

ϵ0

当 r ≫ r′ 时，通过泰勒级数展开 1
|r−r′| :

V (r) =
1

4πϵ0

∞∑
n=0

1

rn+1

ˆ
(r

′
)
n
Pn(cos θ′

)ρ(r
′
)dτ

′

球坐标系下具有方位角对称性（与 ϕ 无关）的拉普拉斯通解为：

V (r, θ) =

∞∑
l=0

(
Alr

l
+

Bl

rl+1

)
Pl(cos θ)

P1(x) = x, P2(x) = 1
2 (3x

2 − 1), P3(x) = 1
2 (5x

3 − 3x)。

单极子 (Monopole): Vmon = Q
4πϵ0r (其中 Q =

´
ρdτ ′)

偶极矩 (Dipole Moment): p =
´
r′ρ(r′)dτ ′ (离散形式:

∑
qiri)

Vdip(r) =
1

4πϵ0

p · r̂
r2

Edip(r) =
1

4πϵ0r3
[3(p · r̂)r̂ − p]

* 注：若总电荷 Q = 0，则 p 的值与坐标原点的选择无关。

极化强度 P = 单位体积的偶极矩。
束缚电荷 (Bound Charges):

ρb = −∇ · P (体束缚电荷)

σb = P · n̂ (面束缚电荷)

* n̂ 是电介质表面的 向外单位法向量。

* 总束缚电荷始终为零:
´
ρbdτ +

¸
σbda = 0。

电位移矢量 D:
D = ϵ0E + P

D 的高斯定理 (仅包含自由电荷):

∇ · D = ρf =⇒
˛

D · dA = Qf,enc

* 线性、各向同性、均匀 (LIH) 介质:

P = ϵ0χeE, D = ϵ0(1 + χe)E = ϵE = ϵrϵ0E

边界条件 (一般形式):

E1∥ − E2∥ = 0 =⇒ 切向E 连续。

D1⊥ − D2⊥ = σf =⇒ 法向D 突变σf。

V1 = V2 (电势始终连续)

* 计算电介质中的电容套路: 由 Qf 求 D → E = D/ϵ → V =
´
Edl →

C = Qf/V。

毕奥-萨伐尔定律 (Biot-Savart Law):

B(r) =
µ0I

4π

ˆ
dl′ × R̂

R2

安培定律 (Ampere’s Law): (适用于高对称性，如圆柱、平面)
˛

B · dl = µ0Ienc =⇒ ∇ × B = µ0J

* 长同轴电缆 (a < s < b 间隙处): B =
µ0I
2πs ϕ̂

* 螺线管 (内部): B = µ0nI (n = 单位长度匝数)
磁矢势 A (Magnetic Vector Potential):

B = ∇ × A, ∇ · B = 0

远场标准磁偶极子:

A =
µ0

4π

m × r̂

r2
=

µ0(πλωR3)

4π

ẑ × r̂

r2
=

µ0λωR3

4r2
sin θϕ̂

B =
µ0m

4πr3
(2 cos θr̂ + sin θθ̂) =

µ0λωR3

4r3
(2 cos θr̂ + sin θθ̂)

库仑规范 (∇ · A = 0) =⇒ ∇2A = −µ0J

A(r) =
µ0

4π

ˆ
J(r′)

|r − r′|
dτ

′

磁性介质与束缚电流: 磁化强度 M (单位体积的磁偶极矩)。

Jb = ∇ × M (体电流), Kb = M × n̂ (面电流)

H =
B

µ0

− M =⇒ ∇ × H = Jf

线性介质: M = χmH, B = µH = µrµ0H。

法拉第电磁感应定律:

E =

˛
E · dl = −

dΦB

dt
= −

d

dt

ˆ
B · dA

微分形式: ∇ × E = − ∂B
∂t .

* 楞次定律: 感应电流的方向总是阻碍磁通量 ΦB 的变化。

* 在半径为 s 的圆形区域内有均匀变化的 B:

E(r < s) = −
r

2

dB

dt
; E(r > s) = −

s2

2r

dB

dt

电感 (L) 与磁能 (U):

L =
ΦB

I
, E = −L

dI

dt

磁能密度: uB = 1
2B · H = B2

2µ0
总磁能:

U =

ˆ
uBdτ =

1

2
LI

2
=⇒ L =

2U

I2

* 同轴电缆单位长度自感: L/l =
µ0
2π ln(b/a)。

麦克斯韦方程组 (介质中):
1. ∇ · D = ρf (高斯定律)
2. ∇ · B = 0 (无磁单极子定律)
3. ∇ × E = − ∂B

∂t (法拉第定律)
4. ∇ × H = Jf + ∂D

∂t (安培-麦克斯韦定律)
坡印廷定理 (能量守恒):

∂u

∂t
+ ∇ · S = −Jf · E

坡印廷矢量 (能流密度): S = E × H = 1
µ (E × B)。

波动方程 (无源、LIH 介质):

∇2
E = µϵ

∂2E

∂t2
, v =

1
√
µϵ
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平面波: E = E0e
i(k·r−ωt)

* 色散关系: k = ω
√
µϵ =⇒ ω = vk。

* 正交性: k · E = 0, B = 1
ω (k × E) = 1

v (k̂ × E)。

* 振幅关系: B0 = E0/v。

* 能量: uE = uB , u = ϵE2. 时间平均 ⟨S⟩ = 1
2 ϵvE

2
0 k̂。

复介电常数 (吸收介质): 若 ϵ = ϵ1 + iϵ2, 波矢变为复数 k = k1 + ik2。

k1 = ω

√
µ0(|ϵ| + ϵ1)

2
, k2 = ω

√
µ0(|ϵ| − ϵ1)

2

* 衰减: 波的振幅随 e−k2z 呈指数衰减。

* 趋肤深度: δ = 1/k2。相速度 vp = ω/k1。

波的叠加与速度: 两列波 ω1 ≈ ω2, k1 ≈ k2 叠加会产生拍频 (beats)。
* 载波相速度 (Phase velocity): vp = ω̄/k̄ = ω/k。

* 包络群速度 (Group velocity): vg = dω/dk。

界面位于 x = 0。入射波 (I)、反射波 (R)、透射波 (T):

EI = Ẽ0Ie
i(k1x cos θI+k1y sin θI−ωt)

ẑ

ER = Ẽ0Re
i(−k1x cos θR+k1y sin θR−ωt)

ẑ

ET = Ẽ0T e
i(k2x cos θT +k2y sin θT −ωt)

ẑ

斯涅尔定律 (Snell’s Law): θI = θR, n1 sin θI = n2 sin θT。

边界条件: E∥，B⊥ 连续；B∥/µ，D⊥ 连续。

TE 模式 / s-极化 (E ⊥ 入射面): 令 α =
cos θT
cos θI

, β =
µ1v1
µ2v2

≈ n2
n1

(若
µ1 = µ2)。

r =
Ẽ0R

Ẽ0I

=
1 − αβ

1 + αβ
, t =

Ẽ0T

Ẽ0I

=
2

1 + αβ

* 反射率 R = |r|2. 透射率 T = αβ|t|2. R + T = 1.
* 布儒斯特角: 发生于反射波振幅 r = 0 时。对于 TE 模式，要求 1−αβ = 0 =⇒
n1 = n2。因此，TE 模式不存在布儒斯特角。
TM 模式 / p-极化 (B ⊥ 入射面):

r =
α − β

α + β
, t =

2

α + β

* 布儒斯特角: 发生于 α = β 时。θB ≈ arctan(n2/n1)。

由 ϕ 和 A 求解电磁场:

E = −∇ϕ −
∂A

∂t
, B = ∇ × A

* 洛伦兹规范: ∇ · A = −µ0ϵ0
∂ϕ
∂t。这使得 ϕ 和 A 的波动方程完全解耦。

* 示例: 若 ϕ = 0, A = A0 sin(kx − ωt)ŷ。

则 E = A0ω cos(. . . )ŷ, B = A0k cos(. . . )ẑ。
必须要求 ω = ck 才能满足真空麦克斯韦方程组。

球坐标系基矢转换: x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.
x̂ = sin θ cosϕr̂ + cos θ cosϕθ̂ − sinϕϕ̂

ŷ = sin θ sinϕr̂ + cos θ sinϕθ̂ + cosϕϕ̂
ẑ = cos θr̂ − sin θθ̂

ϕ̂ = − sinϕx̂ + cosϕŷ
θ̂ = cos θ cosϕx̂ + cos θ sinϕŷ − sin θẑ

r̂ = sin θ cosϕx̂ + sin θ sinϕŷ + cos θẑ
球坐标系正交关系:
r̂ × θ̂ = ϕ̂, θ̂ × ϕ̂ = r̂, ϕ̂ × r̂ = θ̂

球坐标系下的梯度与散度:

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
ϕ̂

∇ · A =
1

r2
∂

∂r
(r

2
Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aϕ

∂ϕ

1. 电介质与电容:

Qf

¸
D·dA=Qf−−−−−−−−−→ D

E=D
ϵ−−−−→ E

´
E·dl

−−−−→ V =⇒ C =
Qf

V

* 求束缚电荷: P = D − ϵ0E =⇒ ρb = −∇ · P , σb = P · n̂out

2. 磁介质与电感:

If

¸
H·dl=If−−−−−−−→ H

B=µH−−−−−→ B

´
B·dA

−−−−−→ ΦB =⇒ L =
ΦB

If

* 能量法求电感: U =
´

B2

2µ dτ =⇒ L = 2U

I2
f

* 求束缚电流: M = B
µ0

− H =⇒ Jb = ∇ × M ,Kb = M × n̂out

3. 变磁场与感应电场:

B(t)

´
B·dA

−−−−−→ ΦB(t)
− d

dt−−−→ E
¸
E·dl=E

−−−−−−→ Eind

* 能量流验证: S = 1
µ0

(E × B)

¸
S·dA

−−−−−→ Pin =
dUB
dt

4. 电磁波界面透射/反射:
1⃝ : 画出界面，利用斯涅尔定律定 kI ,kR,kT 方向。

2⃝ : E ⊥ 入射面 (TE) 或 B ⊥ 入射面 (TM)。
3⃝ : 用 B = 1

v (k̂ × E) 或 E = −v(k̂ × B) 补全所有场。

4⃝ : 界面处 E∥ 连续，B∥/µ 连续。

5⃝ : 联立方程组，解出 r 和 t。

* Permittivity - 介电常数 (ϵ)
* Permeability - 磁导率 (µ)
* Method of Images - 镜像法
* Multipole Expansion - 多极展开
* Electric Displacement - 电位移矢量 (D)
* Magnetic Vector Potential - 磁矢势 (A)
* Poynting Vector - 坡印廷矢量 / 能流密度 (S)
* Dispersion Relation - 色散关系
* Phase Velocity / Group Velocity - 相速度 / 群速度
* Attenuation - 衰减
* Brewster’s Angle - 布儒斯特角
* Polarization - 极化 (介质中) / 偏振 (电磁波)
* Indutance - 电感 (L)
设带电量为 q 的点电荷位于坐标原点，一个半径为 R、长度为 L、均匀体电荷密度为

ρ 的实心圆柱体被放置在 z 轴上。圆柱靠近原点的一端位于 z = d 处，较远的一端

位于 z = d + L 处。

Ez =

ˆ d+L

d

ρ

2ϵ0

(
1 −

z
√
z2 + R2

)
dz

=
ρ

2ϵ0

(
L +

√
d2 + R2 −

√
(d + L)2 + R2

)

F =
qρ

2ϵ0

(
L +

√
d2 + R2 −

√
(d + L)2 + R2

)


