
• 推迟时间: tr = t− |r−r′|
c

• 矢量势: A(r, t) = µ0

4π

∫ J(r′,tr)
|r−r′| d3r′

• 开关闭合极限: 从 t = 0 通电，距离导线 s 处，积分

上限受限于 tr > 0，即有效导线长度截断为 zmax =√
(ct)2 − s2

运动点电荷 β = v/c, γ = (1− β2)−1/2:
• 相对论分母: [R−R·β]ret =

√
(x− vt)2 + (y2 + z2)/γ2

• 标量/矢量势: ϕ = q
4πϵ0

1
[R−R·β]ret , A = v

c2ϕ

• 坡印廷矢量: S = µ0

16π2c
sin2 θ
r2 [p̈(tr)]

2r̂
• Larmor 辐射功率: P (t) = µ0[p̈(tr)]

2

6πc

HW4.1: 无限长导线通电 I = kt(t > 0)，求场。

解答: 仅有满足 tr = t−
√
s2+z2

c > 0 的导线对场点有贡献，

积分限截断为 ±zmax = ±
√
(ct)2 − s2：

Az =
µ0k

4π

∫ zmax

−zmax

t−
√
s2+z2

c√
s2 + z2

dz

=
µ0k

2π

[
t ln
(√

(ct)2 − s2 + ct

s

)
− 1

c

√
(ct)2 − s2

]
由 E = −∂tA 且 B = −∂sAzϕ̂ 求导：

E = −µ0k

2π
ln
(√

(ct)2 − s2 + ct

s

)
ẑ

B =
µ0k

2πs

[
t− 1

c

√
(ct)2 − s2

]
ϕ̂

HW4.1: 无限长导线 t = 0 突然通电 I0，求场。

解答: 同上

Az =
µ0I0
2π

ln
(√

(ct)2 − s2 + ct

s

)

HW4.2: 电容 C 极板间距 d，初电荷 Q0，接入电阻 R 放

电 Q(t) = Q0e
−t/RC。求辐射功率。

解答: 电偶极矩 p(t) = Q0de
−t/RC，

p̈(tr) =
Q0d

(RC)2
e−(t−r/c)/RC

代入 Larmor 公式：P (t) = µ0

6πc

[
Q0d

(RC)2 e
−(t−r/c)/RC

]2
HW4.3: 点电荷 q 沿 x 轴以匀速 v = vx̂ 运动，求推迟时

间、LW 势、电场及其非相对论极限。

解答: 由推迟条件
√
(x− vt′)2 + y2 + z2 = c(t − t′) 展开

求解，取 t′ < t 的根：

t′ = γ2
(
t− xv

c2

)
− γ

c

√
γ2(x− vt)2 + y2 + z2

相对距离矢量 Rpres = {x−vt, y, z}，距离 Rpres = |Rpres|。
推迟分母：[R − R · β⃗]ret = 1

γ

√
γ2(x− vt)2 + y2 + z2

Lienard-Wiechert 势：ϕ = q
4πϵ0

γ√
γ2(x−vt)2+y2+z2

, A =

v
c2ϕ。LW 电场分子化简为 [R − β⃗R]ret = Rpres，代入得：

E =
q

4πϵ0

1− β2

[(x− vt)2 + (1− β2)(y2 + z2)]
3/2

Rpres

对 v ≪ c：ϕ ≈ q
4πϵ0Rpres

, A ≈ µ0qv
4πRpres

, E ≈ q
4πϵ0

Rpres

R3
pres

• d3 (外微分): 升阶 p → p+ 1。

• ∗3 (Hodge 星): 降/升阶 p → 3− p。∗3∗3 = 1。
• 伴随算子: d∗3α = (−1)p ∗3 d3 ∗3 α (降阶 p → p− 1)。
设 0-form f , 1-form F̃ ↔ F, 2-form α ↔ B:
• 外微分 d3: d3f ⇐⇒ ∇f , d3F̃ ⇐⇒ ∇ × F,

d3α ⇐⇒ ∇ · B
• 余微分 d∗3: d∗3F̃ = − ∗3 d3 ∗3 F̃ ⇐⇒ −∇ · F,

d∗3α = + ∗3 d3 ∗3 α ⇐⇒ ∇× B
• 拉普拉斯: ∆3 = d3d∗

3 + d∗
3d3 = −∇2 (无时导)

四维闵氏时空 R3,1 (度规 +−−−)
设纯空间 p-form α (仅含 dx, dy, dz):

• 内积: ⟨α, α⟩4 = (−1)p⟨α, α⟩3, vol4 = cdt ∧ vol3
• 星号作用: ∗α = cdt ∧ ∗3α ; ∗(α ∧ cdt) = ∗3α
• 外/余微分: d(α ∧ cdt) = d3α ∧ cdt ; d∗α = −d∗3α

• 含时推论: d∗(α ∧ cdt) = −d∗3α ∧ cdt− (−1)p 1
c∂tα

• 达朗贝尔算子: ∆ = dd∗ + d∗d = −□ = −( 1
c2 ∂

2
t −∇2)

HW5.1: 证明三维算子等价性 ∇× F ↔ ∗3d3F̃、∇ · B ↔
∗3d3 ∗3 B̃ ，写出面积分与 Maxwell 方程的微分形式，并

推导静磁泊松方程。

解答: a) 旋度: d3F̃ = (∂xFy − ∂yFx)dx∧dy+ . . . 作用 ∗3
取对偶得 (∂xFy − ∂yFx)dz + . . . 完美对应 ∇× F 各分量。
散度: B̃ 对应 2-form ∗3B̃ = Bxdy ∧ dz+ . . .。求外微分得

3-form d3(∗3B̃) = (∂xBx + ∂yBy + ∂zBz)dx∧ dy ∧ dz。再
作用 ∗3 得标量 ∇ · B。
b)面积分: 有向面元 dS = (dy∧dz, dz∧dx, dx∧dy)，被积
函数 F ·dS = Fxdy∧dz+ · · · = ∗3F̃ ，故

∫
S

F ·dS =
∫
S
∗3F̃

。

c) Maxwell 方程 (Ẽ, B̃, J̃ 均为 1-form )：

∗3d3 ∗3 Ẽ =
ρ

ϵ0
, ∗3d3 ∗3 B̃ = 0

d3Ẽ = − ∗3 ∂tB̃, d3B̃ = µ0 ∗3 J̃ + µ0ϵ0 ∗3 ∂tẼ

d) 泊松方程: 磁矢势满足 B̃ = ∗3d3Ã。库仑规范 ∇ · A =

0 =⇒ ∗3d3 ∗3 Ã = 0 =⇒ d∗
3Ã = 0 =⇒ d3d∗

3Ã = 0 。代

入稳恒安培定律 ∗3d3B̃ = µ0J̃ =⇒ ∗3d3 ∗3 d3Ã = µ0J̃，

由 d∗
3 = − ∗3 d3∗3 知 −d∗

3d3Ã = µ0J̃ ，补上零项即得

(d3d∗
3 + d∗

3d3)Ã = −µ0J̃ 。

HW5.2ab: 证明 ∗(α ∧ cdt) = ∗3α 及 ∆ = −□。
解答: 1) (α ∧ cdt) ∧ ∗3α = (−1)pcdt ∧ α ∧ ∗3α = ⟨α ∧
cdt, α ∧ cdt⟩4vol4，成立。
2) : ω = α + β ∧ cdt。展开 (dd∗ + d∗d)α，含 cdt 交
叉项符号相反完全抵消，剩 −(d3d

∗
3 + d∗3d3)α − 1

c2 ∂
2
t α =

(∇2 − 1
c2 ∂

2
t )α = −□α。

HW5.2cd: 证 dF = 0, d∗F = J 等价于 Maxwell，推波
动方程。

解答: 场 F = 1
c Ẽ ∧ cdt+ ∗3B̃。

1) 齐次: dF = d3 ∗3 B̃ + 1
c (d3Ẽ + ∗3∂tB̃)∧ cdt = 0。基底

分离即得 ∇ · B = 0 及 ∇× E = −∂tB。
2) 非齐次: ∗F = 1

c ∗3 Ẽ − B̃ ∧ cdt。求 d ∗ F 并再作用 ∗
得 d∗F = (∇ · E)dt−∇× B + µ0ϵ0∂tE。对比 J 基底即得

两定律。

3)波动方程: F = dA。洛伦兹规范 d∗A = 0 =⇒ dd∗A =

1



0。加到非齐次 d∗dA = J 左边得 (dd∗ + d∗d)A = J =⇒
−□A = J。

• 场张量: Fµν = ∂µAν−∂νAµ。分量 F0i = −Ei/c, Fij =

ϵijkBk。

• 对偶张量: F̃µν = 1
2ϵµνρσF

ρσ。

• 四维电流: Jµ = (cρ, j) ⇐⇒ J = ρ
ϵ0

dt− µ0J̃

• 齐次方程 (法拉第/高斯磁): ∂µF̃
µν = 0 ⇐⇒ dF = 0

• 非齐次方程 (安培/高斯电): ∂µF
µν = −Jν ⇐⇒

d∗F = J

• 作用量: S =
∫

d4x
(
− 1

4µ0
FµνF

µν + 1
µ0
JµAµ

)
• 不变量: FµνF

µν = 2(B2 − E2/c2)

洛伦兹变换 (Lorentz Trans 沿 x 轴)

张量变换法则: Fµν(x) = Λρ
µΛ

σ
ν F̃ρσ(Λx)

• 平行不变: Ex = Ēx, Bx = B̄x

• 垂直混入: Ey = γ(Ēy + vB̄z), Ez = γ(Ēz − vB̄y)

By = γ(B̄y − v
c2 Ēz), Bz = γ(B̄z +

v
c2 Ēy)

HW6.1: S̃ 系点电荷静止，求运动系 S 中的势与场。

解答: 1) 势的变换: S̃ 中四维势 Ãν = (−ϕ̃/c, 0)。由
Aµ = Λν

µÃν 矩阵乘法：

A0 = γ(−ϕ̃/c) =⇒ ϕ = γϕ̃

A1 = −γ v
c (−

ϕ̃
c ) =⇒ Ax = v

c2ϕ

代入坐标收缩 x′ = γ(x− vt)，结果与 L-W 势完全一致。

2) 场张量变换 F = ΛF̃ΛT：

F01 = Λ0
0Λ

1
1F̃01+Λ0

1Λ
1
0F̃10 = γ2(1− v2

c2 )F̃01 =⇒ Ex = Ẽx。

F02 = Λ0
0Λ

2
2F̃02 = γF̃02 =⇒ Ey = γẼy。

F12 = Λ0
1Λ

2
2F̃02 = −γ v

c (−Ẽy/c) =⇒ Bz = γ v
c2Ey。

HW6.2: 线电荷密度 η 沿 x 轴，观察者以 v 沿 x 运动。

解答: 1) 静止系场: E = ηr̂⊥
2πϵ0r⊥

，B = 0。

2) 相对论变换: Ē⊥ = γE⊥, B̄ϕ = −γ v
c2E⊥ = − γvηr⊥

2πϵ0c2r2⊥
。

3) 安培定律验证: 运动系导线收缩，电荷密度 η̄ = γη。形

成反向电流 Ī = −γηv。代入长直导线磁场 B̄ = µ0Ī
2πr⊥

ϕ̂，由

于 µ0ϵ0 = 1/c2，两种结果一致。

HW6.3: 从 F = dA 到作用量变分 δS = 0 推导全过程。

解答: (a) 证 Fµν : F = d(Aνdx
ν) = ∂µAνdx

µ ∧ dxν。利

用反对称化 dxµ ∧ dxν = 1
2 (dx

µ ∧ dxν − dxν ∧ dxµ)，得

F = 1
2 (∂µAν −∂νAµ)dx

µ∧dxν =⇒ Fµν = ∂µAν −∂νAµ。

(b) 验证分量: F0i = ∂0Ai − ∂iA0 = 1
c∂tAi − ∂i(−ϕ

c ) =

−Ei/c。Fij = ∂iAj − ∂jAi = ϵijkBk。

(c) 证 ~Fµν : 对偶 ∗F = 1
2Fρσ ∗ (dxρ ∧ dxσ)。

代入星算子展开 = 1
4Fρσϵµναβη

αρηβσdxµ ∧ dxν。升指标得
1
4ϵµνρσF

ρσdxµ ∧ dxν，提取系数得 F̃µν = 1
2ϵµνρσF

ρσ。

(d) 导出作用量 S[A]: F ∧ ∗F ∝ Fµν F̃ρσϵ
µνρσd4x ∝

FµνF
µνd4x。

其中 FµνF
µν = 2F0iF

0i + FijF
ij = −2(E/c)2 + 2B2。

积分即得 S[A] =
∫

d4x
(
− 1

4µ0
FµνF

µν + 1
µ0
JµAµ

)
。

(e)变分 δS = 0: δS =
∫

d4x
(
− 1

2µ0
FµνδFµν + 1

µ0
JνδAν

)
。

代入 δFµν = ∂µδAν − ∂νδAµ，合并得 −Fµν∂µδAν。分

部积分将偏导转移:
∫

d4x 1
µ0
(∂µF

µν + Jν)δAν = 0 =⇒
∂µF

µν = −Jν。

(f) 恢复齐次方程: 展开 Bianchi 恒等式 ∂µF̃
µν = 0。

ν = 0 时: ∂iF̃
i0 = ∂iBi = 0 =⇒ ∇ · B = 0。

ν = j 时: ∂0F̃
0j+∂iF̃

ij = 1
c∂t(−Bj)+∂i(−ϵijkEk/c) = 0，

提负号即得 ∂tB +∇× E = 0。

设主丛在重叠区 Uαβ 的转移函数为 φα ◦ φ−1
β = eχ：

• 局部截面 (波函数变换): σβ(x) = σα(x)e
χ(x)

• 联络 1-form (规范势变换): Aβ = Aα + dχ

HW7.1: (a) 求余切丛 T ∗X 局部截面的变换法则。(b) 证
主丛右 G-作用不依赖于局部平凡化选取。
解答: (a) 截面变换: T ∗X 在 Uα 的局部标架为 {dxi}。
局部截面 sα = ω

(α)
i dxi。在重叠区用链式法则展开基底

dxi = ∂xi

∂yj dy
j，对比系数得 ω

(β)
j = ω

(α)
i

∂xi

∂yj 。

(b) 右作用良定义: 设平凡化 φα(p) = (x, h) 及 φβ(p) =

(x, h′)，转移函数关系 h′ = tβα(x)h。在 α 中定义右作用

p ·α g = φ−1
α (x, hg)。用 φβ 观察该点：

φβ(p ·α g) = φβ(φ
−1
α (x, hg)) = (x, tβα(hg))。由李群结合

律，(tβαh)g = h′g。故等于 φβ(p ·β g)。因 φβ 为双射，必

有 p ·α g = p ·β g。

HW7.2: (a) 证 Aα = σ∗
αA。(b) 证截面变换导致 Aβ =

Aα + dχ。
解答: (a) 截面拉回: A = φ∗

α(dθ + A
(α)
i dxi)。拉回 Aα =

σ∗
αA = (φα ◦σα)

∗(dθ+A
(α)
i dxi)。由于 σα(x) = φ−1

α (x, 1)，

复合映射 (φα◦σα)(x) = (x, 1)使得纤维角坐标恒为 θ = 0。

故 dθ → 0，只剩 A
(α)
i dxi。

(b) 几何本质: 截面定义 σα(x) = φ−1
α (x, 1)。代入转移函

数 φα ◦ φ−1
β = eχ 得 σβ(x) = φ−1

α (x, eχ) = σα(x)e
χ。

全局联络可写为 A = dθα + π∗Aα = dθβ + π∗Aβ。

纤维坐标关系 θα = θβ + π∗χ =⇒ dθα = dθβ + π∗dχ。
代入上式消去 dθβ 得 π∗(Aα + dχ) = π∗Aβ。因投影 π 为

淹没，在底流形上必须严格成立 Aβ = Aα + dχ。

HW7.3: 证明无全局势、写出南北半球势与规范变换、验
证磁通量。

解答: (a) 拓扑矛盾: 磁场高斯定律 d∗
3B̃ = −gδ3(r) 意

味着包围原点球面 S2 的通量为
∮
S2 ∗3B̃ = g。若存在全

局单值 Ã 满足 d3Ã = ∗3B̃，代入并使用 Stokes 定理：
g =

∮
S2 d3Ã =

∫
∂S2 Ã。由于球面闭合无界，边界 ∂S2 = ∅，

线积分为 0，导出 g = 0。与电荷 g ̸= 0 矛盾，故不存在全

局 Ã。

(b) 双图册: 去除南极线构建北半球 U+(θ ∈ [0, π))；去除

北极线构建南半球 U−(θ ∈ (0, π])。重叠区 U+ ∩ U− 转移

关系为 φ+ = φ− (mod 2π)。

(c) 规范变换与量子化: 两区域局部规范势 Ã± = ± g
4π (1∓

cos θ)dφ。在赤道重叠区作差：Ã+ − Ã− = g
2πdφ = dχ。

规范相角 χ = g
2πφ。为保证波函数 eiχ 绕 z 轴单值，

χ(φ+ 2π)− χ(φ) = 2πn，即导出 g = 2πn。
(d) 验证磁通量: Ã± 仅有 dφ 分量且依赖 θ。利用球坐标

外微分 d3：

d3Ã+ = ∂θ
[

g
4π (1− cos θ)

]
dθ ∧ dφ = g

4π sin θdθ ∧ dφ。
d3Ã− = ∂θ

[
− g

4π (1 + cos θ)
]

dθ ∧ dφ = g
4π sin θdθ ∧ dφ。

可见两者求外微分后完全一致，精确等于单极子对应磁通

量 ∗3B̃。
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