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2 切向量

1 微分流形

定义 1.1

设M 是一个第二可数的 Hausdorff空间，满足对任意 p ∈M，都存在包含 p的开集 U，使得

U 与 Rn中的开集同胚，则称M 是一个 n维拓扑流形。

于是我们可以这样描述流形：局部欧氏的 Hausdroff 空间，其上任意一点 p，都存在 (U,φU )，

这称为 p 附近的局部图(chart)，{xi = πi ◦ φ : U → R} 称为局部坐标，对所有覆盖了 M 的局

部图(
⋃
U = M )构成的集合 D = {(U,φU )} 称为 M 的一个局部图册(atlas)。对于两个局部图

(U,φU ), (V, ϕV )，我们能得到 Rn中两个开集的同胚：

ϕV ◦ φ−1
U : φU (U ∩ V ) → ϕV (U ∩ V )

这称为转移函数。

对于M 的开集 N，我们可以自然地构造 N 的局部图册：{(U ∩N,φU |U∩N}，从而得到 N 也

是拓扑流形，称为 M 的开子流形。

对于两个流形 M1,M2，我们可以用笛卡尔积构造局部图册：{(U × V, φU × ϕV )}，从而得到
M1 ×M2也是拓扑流形，称为乘积流形。

对于M 上的等价关系 ∼，我们可以得到商流形。
拓扑的性质不足以在流形上定义微分与积分，我们对局部图册提高一点要求：

定义 1.2

如果一个流形M 的两个局部图之间的转移函数是微分同胚，则称这两个局部图是相容的。

定义 1.3

如果M 的局部图册D 任两局部图相容，且D 是最大的，则称D 是M 的一个微分结构。称

装备了微分结构的拓扑流形为微分流形。

考虑微分流形之间的映射。

定义 1.4

f : M → N 是同胚，称 f 为 Ck 映射，若对 M,N 任意局部图 (U,φU ), (V, ϕV )，都有

ϕV ◦ f ◦ φ−1
U : φU (U) → ϕV (V )是 Ck 的。类似的有光滑映射。

当M = R时，我们称 f 为光滑曲线，当 N = R时，我们称 f 为光滑函数。

2 切向量

回忆我们在分析课中所学的，Rn上我们定义函数 f 对 v的方向导数为

Dvf(x) = lim
h→0

f(x+ hv)− f(x)

h
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x+ tv)
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2 切向量

这给出了一个算子 Dx
v : C∞(Rn) → R, f 7→ Dvf(x)。若设 v = (v1, · · · , vn)，则有

Da
v =

n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x=a

容易证明 Dx
v 是线性的且满足 Leibniz法则：

Dx
v (fg) = f(x)Dx

vg + g(x)Dx
vf

而反过来的命题依然成立，即：若线性算子 D : C∞(Rn) → R满足在 x处的 Leibniz法则，则
存在 v ∈ Rn，D = Dx

v。

对于 Rn 中任一点，任何 v ∈ Rn 都可视为这个点的切向量，并且对应一个唯一的算子。而在

流形M 上，直观的向量已经并不存在，但 Rn 中的情形启发了我们去代数地定义流形M 上的切向

量，即上文中算子的定义：

定义 2.1

记 C∞
p (M)是 p ∈ M 处局部光滑的函数全体。若线性映射 v : C∞

p (M) → R满足 Leibniz法
则 v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)，则称 v是M 在点 p的一个切向量。

容易验证在一点处切向量的全体构成线性空间，记为 TpM，称为 M 在 p点的切空间。

另一个较为直观的定义是由光滑曲线给出的。

定义 2.2

设 γ : (−ϵ, ϵ) →M 是光滑流形M 上一条光滑曲线，γ(0) = p。定义映射 v : C∞
p (M) → R为

v(f) =
d(f ◦ γ)(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

容易验证这是一个切向量，称为光滑曲线 γ 在 0处的切向量，记为 γ′(0)。

我们可以证明这两种定义在某种意义上是等价的，具体而言，定义光滑曲线上的等价关系 γ γ̃

当且仅当 γ′(0) ∼ γ̃′(0)，得到的等价类与切向量是一一对应的。此时称 γ 与 γ̃ 相切。

定理 2.1

设M 为 n维光滑流形，p ∈M，对应的局部图为 (U,φ)。定义偏微分算子：

∂

∂xi
(f) =

∂(f ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣
φ(p)

则 dimTpM = n，以

{
∂

∂xi

}
为一组基，也被称为切空间的自然基底。

对任意的 v =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi
∈ TpM，取 γ(t) = φ−1(p1 + tv1, · · · , pn + tvn)，易证 γ′(0) = v。从而

任意切向量都可以被表示为曲线的切向量。
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2 切向量

定义 2.3

称线性空间 TpM 的线性对偶为余切空间，记作 T ∗
pM。

定义 2.4

设M,N 是光滑流形，F : M → N 是光滑映射，p ∈ M，q = F (p) ∈ N，映射 F∗ : TpM →
TqN 定义为：(F∗是 F 的拉回)

(F∗v)(f) = v(F ∗f) = v(f ◦ F ),∀f ∈ C∞
q (N)

称为 F 在点 p的切映射。

容易验证 F∗ 是线性的且满足 (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗。考虑 F : Rm → Rn 即为映射的微分 df。从

中我们可以看到切映射将流形之间的映射变成线性空间之间的映射，进一步我们有：

定理 2.2

若 F :M → N 是微分同胚，则 F∗ : TpM → TF (p)N 是线性同构。

在微积分中我们知道 Rn 中切空间的线性同构可以导出微分同胚，在流形上我们只有较弱的结

论成立，即只有局部微分同胚：

定理 2.3 (反函数定理)

设 F : M → N 是光滑映射，F∗ : TpM → TF (p)N 是线性同构，则存在 p 的邻域 U1 和

q = F (p)的邻域 V1使得 F |U1
: U1 → V1是微分同胚。

定义 2.5

设M,N 是CK 流形，f :M → N 是Cl的(l ≤ k)，p ∈M，分别取 p，f(p)的局部图 (U,φ)，

(V, ϕ)，称 ϕ ◦ f ◦ φ−1在 φ(p)处的秩为映射 f 在 p点的秩。

由于 ϕ̃ ◦ f ◦ φ̃ = (ϕ̃ ◦ ϕ−1)(ϕ ◦ f ◦φ−1)(φ ◦ φ̃)，故秩与局部图的选取无关，记为 rankf |p。注意
到，当 rankf |p = dimM 时，f∗是单射，这时称 f 在 p点是浸入(immersion)。当 rankf |p = dimN

时，f∗ 是满射，这时称 f 在 p 点是淹没(submersion)。根据定义，一个微分同胚既是浸入又是淹
没。

典范淹没：π : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn)。
典范浸入：ι : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0)。
下面给出一个非常重要的定理，它告诉我们流形之间的常秩映射都与典范情形没有区别。

定理 2.4 (秩定理)

设 f : M → N 是点 p附近一个秩为 r的常秩映射，则存在 p, f(p)的局部图 (U,φ), (V, ϕ)使

得

ϕ ◦ f ◦ φ−1(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0)
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3 流形的特殊函数构造

定义 2.6

设 N 是流形且是闭集，N ′ ↪→ N 为包含映射，在 N ′ 上赋予子空间拓扑。若 ∃m ≤ n 使得

∀q ∈ N ′，∃N 上含 q的局部图 (V, ϕ, y)满足 ϕ(q) = 0且

ϕ(V ∩N ′) =
{
(y1, · · · , yn) ∈ ϕ(V )|ym+1 = · · · = yn = 0

}
则称 N ′为 N 的正则子流形。

定义 2.7

设 f :M → N 为单浸入，则称 f(M)为单浸入子流形。

设 f :M → N 为单浸入，且 f(M)由 f 诱导的拓扑结构与由 N 诱导的子拓扑结构同胚，则

称 f(M)为 N 的嵌入子流形。

定理 2.5

f(M)为 N 的嵌入子流形当且仅当 f(M) ↪→ N 为正则子流形。

定理 2.6 (Whitney嵌入定理)

任何m维光滑流形可以被嵌入 R2m+1，和被浸入 R2m。

3 流形的特殊函数构造

定理 3.1 (Bump function)

C ⊂ Rn闭，K ⊂ Rn紧，K ∩ C = ∅，那么存在 C∞函数 ρ : Rn → [0, 1], ρ|K ≡ 1, ρ|C ≡ 0

证明. 略。

推论 3.1

若 f : U → R ∈ Ck，p ∈ U，则存在 p ∈ U0 ⊆ U，f∗ : Rn → R，f∗|U0
= f |U0

，f∗|UC = 0。

定义 3.1

设M 是拓扑空间。

• 设 {Aα} , {Bβ}为 M 的开覆盖，若 ∀β,∃α使得 Bβ ⊆ Aα，称 {Bβ}是 {Aα}的加细。

• 设 U = {Uα}为 M 的开覆盖，若 ∀p ∈ M，存在 p ∈ W，使得W 仅与 U 中有限个元

素相交，称 U 为局部有限的。
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3 流形的特殊函数构造

引理 3.1

设M 为 Ck−流形，{Aα}为开覆盖，那么存在可数坐标图 {φi : Ui → Rn}满足：

• {Ui}是 {Aα}局部有限的加细。

• φi(Ui) = B1(0)。

•
{
Vi := φ−1(B 1

2
(0))

}
也为开覆盖。

定义 3.2

称上述引理得到的 {Aα}之局部有限加细 (Ui, φi, Vi)为从属于 {Aα}的正则覆盖。

定义 3.3 (单位分解)

若 ηi ∈ Ck(M,R), i ∈ N满足：

• 0 ≤ ηi ≤ 1

•
∑
ηi = 1

• {suppηi = {ηi ̸= 0}}为局部有限开覆盖。

则称 {ηi}为 M 上一个 Ck 单位分解。

若 {Aα}为开覆盖，∀i，∃Aα使得 suppηi ⊆ Aα则称 {ηi}为从属于 {Aα}的单位分解。

定理 3.2 (单位分解)

设M 是 Ck 流形，有可数基，(Ui, φi, Vi)为局部有限正则覆盖，那么

• 存在单位分解 {ηi}使得 ηi|Vi
> 0且 suppηi ⊆ φ−1

i (B 3
4
(0))。

• 特别的，对任意开覆盖 {Aα}均有从属于其的单位分解 {ηi}。

证明. 构造 Bump function hi使得

hi|V̄i
≡ 1, hi|φ−1

i (B 3
4
(0))C ≡ 0

取

η =
hi∑
hi

由于 {Ui}为局部有限覆盖，supphi ⊆ Ui，从而
∑
hi有意义。

命题 3.1

设M 是 Ck 流形，M 紧，则存在 N ∈ N和映射 f :M → RN 使得 f 为嵌入，从而 f(M)是

RN 的正则子流形。
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4 向量场

证明. 先证明如下引理:

引理 3.2

设 f :M → N 是单浸入，若M 紧，则 f 为嵌入。

Lemma’s proof. 对于任意闭集 V ⊂ M，由于紧集的闭子集是紧集，V 是紧集，由 f 连

续知 f(V ) ⊂ N 是紧集，而N 是 Hausdorff空间，因此 f(V ) ⊂ N 是闭集，所以 f 是闭

映射，因此 f 是同胚，进而 f 是嵌入。

对M 取局部有限正则覆盖 {Ui, φi, Vi}，由M 紧可知 {Ui, φi, Vi}Ki=1是有限正则覆盖。构

造单位分解

ηi =
hi∑
hi

:M → [0, 1], Vi ⊆ supphi ⊆ Ui, hi|Vi
≡ 1

现取

f :M → Rkn+k, p 7→ (h1(p)φ1(p), · · · , hk(p)φk(p), h1(p), · · · , hk(p))

只需证 f ∈ Ck 且 f 是单浸入，利用引理即证。读者自行验证不难。

4 向量场

接下来我们讨论更高一级的事物：向量场。令

TM =
⋃
p∈M

TpM

为光滑流形 M 所有切向量的集合。如果我们将 TM 看作所有 p ∈ M, v ∈ TpM 的 (p, v)构成的集

合，则 TM 是光滑流形且 dimTM = 2dimM，这称为 M 上的切丛，TpM 称为 TM 在 p 处的

纤维，同理可以定义余切丛 T ∗
pM。切向量场 X 指的是一个映射 X : M → TM，对每个 p ∈ M，

X(p) ∈ TpM，即对每个M 上的点选取了一个切向量。

记 Γ(M,TM)为 M 上所有切向量场的全体，Γ(U, TM)为 U 上所有切向量场的全体。

由于 TM 是光滑流形，故切向量场其实是两个光滑流形间的映射，对M 中开集 U，若切向量

场 X : U → TM 满足 X 是流形间的光滑映射且 π ◦X = idU，其中 π : TM → M, (p, v) 7→ p是投

影映射，则称 X 是光滑切向量场，也称这样的映射 X 为切丛 TM 的一个截面。

对切向量场 X : U → TM 可以考虑它对光滑函数的作用。对 f ∈ C∞(U)，定义

X(f)(p) = X(p)(f),∀p ∈ U

则 X(f) : U → R。容易看到 X 是光滑切向量场当且仅当 X(f) ∈ C∞(U),∀f ∈ C∞(U)，即 X 为

C∞(U)之间的映射。

定理 4.1

X : U → TM 是光滑切向量场当且仅当 ∀p ∈ U，X(p)在局部坐标下的分量是光滑函数。

反过来，我们对 C∞(M) → C∞(M)的映射 X 可以用 X(p)(f) = X(f)(p)诱导光滑切向量场，
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6 单参数变换群

具体而言：

定理 4.2

设 α : C∞(M) → C∞(M)为线性映射且满足 Leibniz法则 α(fg) = fα(g) + gα(f)，则存在

唯一的光滑切向量场 X :M → TM 使得

X(f) = α(f),∀f ∈ C∞(M)

5 李群和李代数

定义 5.1

若在一个 R−向量空间 V 上装备了 [·, ·] : V × V → V 满足反对称、双线性、Jacobi恒等式，
则称 (V, [·, ·])为 Lie代数，[·, ·]为 Lie括号。

我们将切向量场看成 C∞(M) → C∞(M)的映射，定义

[X,Y ] = X ◦ Y − Y ◦X

也是 C∞(M) → C∞(M)的映射，称为 X,Y 的 Lie括号。容易验证这是线性映射且满足 Leibniz法
则，且具有反交换性 [X,Y ] = −[Y,X]。我们还有：

定理 5.1

• 对 f ∈ C∞(M)有 [fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f) ·X

• (Jacobi恒等式) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

定义 5.2

称 G是一个李群，若 G为微分流形，且存在乘法 · : G×G → G与逆 ι : G → G满足 ·与 ι

都是光滑的。称 g = TeG为群的李代数。

命题 5.1

存在双射 g = TeG→ Γ(G,TG)左不变，且在 Γ(G,TG)左不变上有以 Γ(G,TG)诱导的李括号。

6 单参数变换群

定义 6.1

设M 为 C∞流形，若 C∞映射 ϕ : R×M →M, (t, p) 7→ p(记 ϕ(t, p) = ϕt(p) = ϕp(t))满足：

• ∀p，ϕ0(p) = p

• ∀s, t ∈ R，ϕs ◦ ϕt = ϕs+t

则称 ϕ为 R在M 上的作用，或称 {ϕt}t∈R ⊆ C∞(M,M)为 M 上 C∞单参数变换群。
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6 单参数变换群

由于 ϕ−t ◦ ϕt = ϕt ◦ ϕ−t = ϕ0 = id，故 ϕt为微分同胚。

定义 6.2

设 U ⊆M 含 p的开集，在前述定义中用 (−ε, ε)× U 代替 R×M，要求 s, t, s+ t ∈ (−ε, ε)，
则称 {ϕt}t∈(−ε,ε)为 U 到M 的局部单参数变换群，ϕp为过 p的轨道。

注意到我们有

(ϕp)
′|t=0 =

dϕp(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

(∈ TpM) = (ϕp)∗(
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

)

从而
{
(ϕp)∗(

∂
∂t

∣∣
t=0

)
}
p∈U
给出了 Γ(U, TM)中一个元素。

定理 6.1

设 X 为局部单参数变换群 {ϕt}t诱导的切向量场，那么

• ∀ϕt，(ϕt)∗X = X

• 局部单参数变换群的轨道均为向量场 X 的积分曲线。

定理 6.2

设 X ∈ Γ(M,TM)，那么 ∀p ∈ M，∃p ∈ V ⊆ M 以及 V → M 的局部单参数变换群 {ϕt}t，
使得在 V 上，X 为由 {ϕt}t 诱导的切向量场(同时 {ϕt}t 的轨道为 X 的积分曲线，此时称 X

为局部单参数变换群 {ϕt}t的无穷小生成元)。

推论 6.1

设M 紧流形，X ∈ ΓM,TM，那么 X 在M 上生成单参数变换群，即由前述定理保证的在

(−ε, ε)×M 上定义的 {ϕt}t在 R×M 上也存在。

定理 6.3

{ϕt}t ⊆ C∞(M,M)为 M 上单参数变换群，X 为 {ϕt}t诱导的切向量场，若 f :M →M 为

微分同胚，那么 f∗X 为单参数变换群 {f ◦ ϕt ◦ f−1}t诱导的切向量场。

推论 6.2

向量场 X 在微分同胚 f : M → M 下不变当且仅当 X 生成的局部单参数变换群 {ϕt}t 与 f

可交换(即 ∀t, ϕt ◦ f = f ◦ ϕt)

推论 6.3

设 X,Y ∈ Γ(M,TM) 对应的局部单参数变换群 {ϕt}t，{ψs}s。那么 ∀s, t, s + t ∈ (−ε, ε)，
ϕtψs = ψsϕt当且仅当 [X,Y ] = 0。
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7 微分形式及流形上的积分

定理 6.4

设 X,Y ∈ Γ(M,TM)，{ϕt}t为由 X 生成的局部单参数变换群，定义

LXY = lim
t→0

(ϕt)∗Y − Y

t

为李导数，那么 LXY = [X,Y ] ∈ Γ(M,TM)。

定义 6.3

一个 r维分布 D为
⊔

p∈M Dp，其中 Dp ⊆ TpM 为 r维子空间，使 D构成 TM 的一个子向

量丛。

若 ∀p ∈M，∃p ∈ U ⊆M 以及X1, · · · , Xr ∈ Γ(M,TM)使得 ∀q ∈ U，X1(q), · · · , Xr(q)为 Dq

的一组基，则称 X1, · · · , Xr 在 U 上生成分布 D。

定理 6.5 (Frobenius第一可积性定理)

设 U 是 m 维光滑流形上的开集，X1, · · · , Xl 是 U 上的处处线性无关的光滑切向量场，

l ≤ m，则存在局部坐标(t1, · · · , tm)使得

Xi =
∂

∂ti
(1 ≤ i ≤ l)

当且仅当 [Xi, Xj ] = 0, 1 ≤ i, j ≤ l。

7 微分形式及流形上的积分

约定 V 为 n维实线性空间，如果映射 f : V → R满足

f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v),∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R

则称 f 是 V 上的一个线性泛函。用 V ∗ 表示 V 上所有线性泛函的集合，则不难验证 V ∗ 为线性空

间，称为 V 的对偶空间。

定理 7.1

dimV ∗ = dimV = n。

证明. 设 {e1, · · · , en}是V 的一组基，则对任意 v ∈ V 可以写成 v =
∑n

i=1 v
iei，取 f i(v) = vi，

易验证 {f1, · · · , fn}线性无关且为 V ∗的一组基。

证明中的 {f1, · · · , fn}称为 {e1, · · · , en}的对偶基。
考虑 V 中基的线性变换，线性代数中的知识告诉我们对应的坐标变换是相反的，我们称 V 中

的向量为反协变向量。同理我们有 V ∗ 中向量的变换方法与对偶基的变换相反，因此与原来的基变

换相同，我们称 V ∗中的向量为协变向量。
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7 微分形式及流形上的积分

定义 7.1

对线性空间 V,W，定义张量积 V ⊗W = ⟨V ×W ⟩ / ∼，其中 ∼定义如下：

(λ1v1 + λ2v2, w) ∼ λ1(v1, w) + λ2(v2, w), (v, µ1w1 + µ2w2) ∼ µ1(v, w1) + µ2(v, w2)

[(v, w)]记作 v ⊗ w。

命题 7.1

HomR(V
⊗r,R) ∼= (V ∗)⊗r

定义 7.2

一个 (r, s)型张量为一个线性函数 V ⊗ · · · ⊗ V × V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ → R，其中有 r 个 V，s个

V ∗。称 (r, 0)型张量为 r−协变张量，(0, s)型张量为 s−反协变张量。

定义 7.3

定义对称向量与反对称张量为：

Sym⊗mV ∗ =
{
φ ∈ (V ∗)⊗m

∣∣∣∀v1, · · · , vm ∈ V, σ ∈ Sm, φ(vσ(1), · · · , vσ(n)) = φ(v1, · · · , vm)
}

ΛmV ∗ =
{
φ ∈ (V ∗)⊗m

∣∣∣∀v1, · · · , vm ∈ V, σ ∈ Sm, φ(vσ(1), · · · , vσ(n)) = (−1)sgn(σ)φ(v1, · · · , vm)
}

命题 7.2

dimV ∗ = n，则 dimΛmV ∗ =

(
n

m

)

证明. 取 V ∗的一组基 w1, · · · , wn，验证

ΛmV ∗ = spanR

 ∑
σ∈S(i1,··· ,im)

(−1)sgn(σ)wσ(i1) ⊗ · · · ⊗ wσ(im)


这样的张量刚好

(
n

m

)
个

我们记

wi1 ∧ · · · ∧ wim =
∑

σ∈S(i1,··· ,im)

(−1)sgn(σ)wσ(i1) ⊗ · · · ⊗ wσ(im)

，为 wσ(i1) ⊗ · · · ⊗ wσ(im)的反对称化。

定义 7.4

∧ : ∧pV ∗ ⊗ ∧qV ∗ → ∧p+qV ∗, α⊗ β 7→ α⊗ β的反对称化

10



7 微分形式及流形上的积分

命题 7.3

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α
(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)

定义 7.5

设M 是微分流形，称M 上一个微分 r 形式为向量丛 ∧rT ∗M 的光滑截面，此时称 ∧rT ∗M

为 r 次微分形式丛。类似定义 Γ(M, (T ∗M)⊗r ⊗ (TM)⊗s)中的元素为流形M 上 (r, s)型张

量场。

下面我们来定义外微分 d：

定义 7.6

称 d : Γ(M,∧rT ∗M) → Γ(M,∧r+1T ∗M)为外微分，若 d满足：

• d线性。

• ∀f ∈ C∞(M,R),df ∈ Γ(M,∧1T ∗M) 由 df(X) = X(f) ∈ C∞(M,R) 指定且 d(df) =

0。

• d满足 Leibniz法则，d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ dβ

记Γ(M,∧rT ∗M) = Ar(M)，(A(M) = ⊕n
t=0A

r(M),∧,d)称为微分分次代数(differential graded
algebra)。

引理 7.1

外微分算子 d若存在，则为局部算子。

即若 α, β ∈ A(M)，则存在 U 使得：若有 α
∣∣∣
U
= β

∣∣∣
U
则有 (dα)

∣∣∣
U
= (dβ)

∣∣∣
U

证明. 略。

定理 7.2

d存在且唯一。

证明. 略。

定理 7.3

d2 = 0。

这表明 d有某种正合性质。

首先我们有 Im(d : Ar(M) → Ar+1(M)) ⊆ Ker(d : Ar+1(M) → Ar+2(M))，但我们不一定有反

过来的包含关系，具有一定的拓扑障碍。
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7 微分形式及流形上的积分

定理 7.4 (Cartan)

w ∈ Ar(M)，那么 ∀X0, X1, · · · , Xr，

dw(X0, · · · , Xr) =
r∑

i=0

(−1)iXi(w(X1, ·, X̌i, · · · , Xr))

+
∑
i<j

(−1)i+jw([Xi, Xj ], X1, · · · , X̌i, · · · , X̌j · · · , Xr)

定义 7.7

设M 是微分流形，w ∈ Ar(M)，若 dw = 0，称 w为闭形式(closed)，若存在 σ ∈ Ar+1(M)，

w = dσ，称 w为恰当形式(exact)。若 ∀p ∈M，存在 p ∈ U，w
∣∣∣
U
= dσ，则称为局部恰当。

闭形式推不出恰当。考虑M = S1，ω = dθ。

定理 7.5 (Poincare引理)

设 Ω ⊂ Rn中包含 0点的星形开集，则在 Ω上任一闭形式都是恰当的。

证明. 之后补。

定义 7.8

F :M → N 光滑映射。定义：

F ∗ : Ar(M) → Ar(N)

f 7→ F ∗ · f = f ◦ F

ω 7→ F ∗ω((X1, · · · , Xr) 7→ ω(F∗X1, · · · , F∗Xr))

定理 7.6

F ∗ : Ar(N) → Ar(M)满足：

• 线性。

• F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β。

• dF ∗ = F ∗ ◦ d。

证明. (1)：线性性显然。

(2)：由 F ∗线性以及 F ∗(α⊗ β) = F ∗α⊗ F ∗β 知 F ∗保持反对称化。

(3)：对 ω ∈ A0(M)，即 ω = f ∈ C∞(M,R)。

(F ∗ ◦ df)(X) = df(F∗X) = (F∗X)(f) = X(f ◦ F ) = X(F ∗f) = (dF ∗f)(X)

12



7 微分形式及流形上的积分

设 ω = fdg，f, g ∈ C∞(M,R)。

F ∗dω = F ∗d(fdg) = F ∗(df ∧ dg) = F ∗(df) ∧ F ∗(dg)

= dF ∗f ∧ F ∗dg = d(F ∗f ∧ F ∗dg) = dF ∗(f ∧ dg) = dF ∗ω

对一般的 ω，由 d, F ∗ 的线性性，只需考虑 ω = ω1 ∧ ω2，其中 ω1 为 1−形式，利用归纳
法即证。

定义 7.9

设 X ∈ Γ(M,TM)，定义内积(interior product) iX：

iX : Ar(M) → Ar−1(M)

ω 7→ iXω : (X2, · · · , Xr) 7→

0 , r = 0

ω(X,X2, · · · , Xr) , r ≥ 1

回忆 LXω = d
dt

∣∣
t=0

ϕ∗
tω，其中 {ϕt}t 为由 X 诱导的局部单参数变换群。对 A(M)上的线性映

射 A : Ar1(M) → Ar2(M)，定义 A的次数为 r2 − r1。

命题 7.4

• iX 满足分次 Leibniz法则：

iX(α ∧ β) = iXα ∧ β + (−1)|α|α ∧ iXβ

• 设 A,B 为 A(M)上的线性映射，若 A,B 满足分次 Leibniz，且 A,B 的次数为奇，则

AB +BA也满足 Leibniz；若 A满足分次 Leibniz，B 满足 Leibniz且 B 次数为偶，则

AB −BA满足分次 Leibniz.

• 若 A : A(M) → A(M)线性且满足分次 Leibniz法则，那么 A在 A(M)的作用完全由

A0(M)上的作用确定。

证明. 下次补。

我们现在有：

• d : Ar(M) → Ar+1(M)

• iX : Ar(M) → Ar−1(M)

• LX : Ar(M) → Ar(M)
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8 微分形式的应用

命题 7.5

• Lx ◦ d = d ◦ Lx

• Lx = d ◦ iX + iX ◦ d

• Lx ◦ iY − iY ◦ LX = i[X,Y ]

• X(ω(y1, · · · , yr)) = (Lxω)(y1, · · · , yr) +
r∑

k=1

ω(y1, · · · , LXyk, · · · , yr)

证明. 下次补。

8 微分形式的应用

定义 8.1 (分布的 Phaff形式)

设 D为一个 r维分布，设局部存在 θa, a = 1, 2, · · · , n− r ∈ A1(局部)，使得在局部上

D =
n−r⋂
a=1

ker θa

则称 θk = 0, k = 1, · · · , n− r为 D的 Phaff形式，并称 θk 为 Phaffian。

定理 8.1 (Frobenius定理)

如下命题等价：

• D局部存在 r维正则积分流形。

• D对合，即 ∀Xa, Xb, a, b = 1, 2, · · · , r, [Xa, Xb] ∈ Γ(局部, D)。

• dθa

∣∣∣
D
= 0，即 ∀X,Y ∈ Γ(局部, D)，dθa(X,Y ) = 0。

• ∃λab ∈ A1(局部)，

dθa =
n−r∑
b=1

λabθb

• dθa ∧ (θ1 ∧ · · · ∧ θn−r) = 0 ∈ An−r+2(局部),∀a = 1, 2, · · · , n− r

证明. (1) ⇐⇒ (2)：这是经典的 Frobenius定理。
(2) =⇒ (3)：dθa(X,Y ) = X(θa(Y ))− Y (θa(X))− θa([X,Y ]) = 0。

(3) =⇒ (2)：∀X,Y ∈ D，dθa(X,Y ) = 0，那么

0 = dθa(X,Y ) = 0− 0− θa([X,Y ])

这表明 [X,Y ] ∈ ker θa,∀a = 1, 2, · · · , n− r，故 [X,Y ] ∈ D =
⋂n−r

a=1 ker θa。

(4) =⇒ (3)：(dθa)(X,Y ) = (λab ∧ θb)(X,Y ) = λab(X)θb(Y )− θb(X)λab(Y ) = 0
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9 微分形式在物理中的应用

(3) =⇒ (4)：考虑局部地将 θa, a = 1, 2, · · · , n− r扩充为 T ∗M 的基。

θ1 · · · θn−r θn−r+1 · · · θn T ∗M的局部基

对偶基 e1 · · · en−r en−r+1 · · · en TM的局部基

任一个 2−形式 ω局部可表示为

ω =
∑

1≤b≤n−r

λab ∧ θb +
∑

n−r+1≤a<b≤n

µabθa ∧ θb

特别的，

dθa =
∑

1≤b≤n−r

λab ∧ θb +
∑

n−r+1≤b<c≤n

µbcθb ∧ θc,∀a = 1, 2, · · · , n− r

具体的看 ∀X,Y ∈ D，

dθa(X,Y ) =
∑

1≤b≤n−1

λab ∧ θb(X,Y ) +
∑

n−r+1≤b<c≤n

µbcθb ∧ θc(X,Y )

。取 X,Y 为 eb, ec ∈ D，得 dθa(eb, ec) = µbc · 1，故 µbc = 0。

(4) =⇒ (5)：dθa =
∑

1≤b≤n−r λab ∧ θb，显然 dθa ∧ (θ1 ∧ · · · ∧ θn−r) = 0。

(5) =⇒ (4)：dθa ∧ (θ1 ∧ · · · ∧ θn−r) = (
∑
λab ∧ θb +

∑
µabθb ∧ θc) ∧ (θ1 ∧ · · · ∧ θn−r)。

由 θn−r+1 · · · θn的构造 θb ∧ θc ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn−r 局部为 An−r+2的一部分，从而线性独立，故

µbc = 0,∀b, c。

9 微分形式在物理中的应用

本节中，我们将通过习题的形式，利用微分形式的语言，理解热力学定律。

考虑一个带有 n 个封闭密室的热力学系统,密室中有理想气体，密室间由透热隔膜隔开。隔膜
能传递热量但不能传递物质。对于第 i个封闭密室，平衡态下有如下的理想气体状态方程

pivi = niRiTi, i = 1, 2, · · · , n,

这里 pi, vi, ni, Ri, Ti 分别代表压强，体积，物质的量，气体常数，温度。热平衡态下所有密

室的温度均相同, 故整个系统的独立参数取值为一个 (n+ 1) 维流形 M ，局部坐标函数可取为

T, v1, · · · , vn。流形M 局部为欧氏空间的开集，但是整体的拓扑可能很复杂。

系统的内能 U 定义为一个关于仅与 T 有关的整体定义的函数 U ∈ A0 (M)，且函数 T 7→ U (T )

局部为微分同胚。因此流形M 的局部坐标可取为 v0 := U, v1, · · · , vn。
一个准静态过程(每个瞬间都是热平衡态)为 M 上一条光滑道路 γ ，连接起点和终点的两个状

态。非准静态过程可能包含不光滑甚至不连续的道路。

热力学的几大定律表示如下：

• 热力学第0定律：热平衡(作为密室间的关系)具有传递性。

• 热力学第1定律：能量守恒。
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9 微分形式在物理中的应用

• 热力学第2定律：熵增原理：熵总是不减的。或等价地,一个准静态过程的热/功效率不能达
到100%。

• 热力学第3定律：绝对零度不可达到。

Problem 9.1
功形式(work form)和热形式(heat form)为 M 上的微分形式W ∈ A1 (M) ,Q ∈ A1 (M)，且物

理学假设 Q处处非零。局部坐标系下有

W =
n∑

i=1

pi (U, v1, · · · , vn) dvi, Q =
n∑

i=0

Qi (U, v1, · · · , vn) dvi.

热力学第1定律为

Q−W = dU

设 M 的某区域 D 同胚于 Rn+1 中的开球，考虑位于 D 中的光滑道路。对于怎样的 W,Q，
线积分

∫
γ
W,
∫

γ
Q仅依赖于光滑道路的起点和终点,而不依赖于位于 D之中的光滑道路 γ 的

选取。

Problem 9.2
考虑局部投影映射 p : (v0, v1, · · · , vn) 7→ (v1, · · · , vn)。物理学假设存在一个 n维流形 V 和

映射 π : M → V 使得 π为淹没,且对任意 v ∈ V, π−1 (v)连通，且局部 p在复合值域上的一个

局部微分同胚之

后 p和 π相同。我们将流形 V 上的局部坐标记为 v = (v1, · · · , vn)。
证明对任意 v ∈ V, π−1 (v)为一个 1维流形。包含于 π−1 (V )中的光滑道路 γ 被称为是等容

过程。这里我们为了叙述上简单起见，假设 γ 为嵌入映射，并在记号上将 im γ 与 γ 写成一

样。

证明对于等容过程，W1|γ = 0 ∈ A1 (γ) , dU |γ ̸= 0 ∈ A1 (γ)，进而说明 U 为 π−1 (v)上的整

体定义的坐标函数。

Problem 9.3
称一个准静态过程为准静态绝热过程，若相应的光滑道路 γ 满足 Q|γ = 0 ∈ A1 (γ)。

热力学第2定律的Kevin表述为：不存在一个准静态循环过程使得热量完全被转化成了机械
能. 利用道路的语言,即不存在具有同样起点终点的光滑道路 γ1, γ2使得∫

γ2

W =

∫
γ1

Q

热力学第2定律的Caratheodory表述为：对于任一点 p ∈ M 均存在一个点 q ∈ M 使得 q 不

能通过 p 由准静态绝热过程实现。利用道路的语言，即对于任一点 p ∈ M 均存在一个点

q ∈M，使得不存在连接 p至 q的光滑道路 γ 使得

Q|γ = 0 ∈ A1 (γ) .

证明 Kevin表述可以推出 Caratheodory表述。
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11 流形上的微积分

Problem 9.4
数学上有如下的 Caratheodory定理：设 m维流形M 上的 θ ∈ A1 (M)定义的 m − 1维分布

ker θ = D不是完全可积的，即存在 p ∈ M 使得 (dθ ∧ θ)|p ̸= 0。那么存在 p的邻域 B 使得

B 中的任意一点 q 均可以通过分段光滑的积分曲线与 p连接 (从而分段光滑的积分流形维数
大于分布 D的维数)。
那么热力学第2定律的 Caratheodory 表述可以大致叙述为 Q 定义的分布 kerQ 是完全可积
的。

不利用 Caratheodory定理，直接说明当系统中仅有一个密室时，kerQ确实是完全可积的。

Problem 9.5
利用 Frobenius定理知对于完全可积的分布 kerQr 局部存在正则的积分流形W 使得在M 的

某个局部坐标系 x1, · · ·xn, x0 下，W 局部由正则子流形 x0 = c0 给出。此时在M 上局部存

在函数 f ，使得局部有 Q = fdx0。

物理学假设存在整体函数 T,S ∈ A0 (M) 使得 Q = Td S ；函数 S 还满足对于等容过程有

S|π−1(v) = U 。称T为绝对温度，S为熵。
基于前面的热力学第0，1，2定律的微分形式表述和物理学假设，说明函数T满足 T > 0。

说明对于准静态绝热过程 γ,S是不变的。

10 de Rham上同调群

定义 10.1

设M 是流形，由于 d : Ar(M) → Ar+1(M)是线性的，其 ker与 Im也自然线性，定义：

Zr(M) = Ker
(
d : Ar(M) → Ar+1(M)

)
= { closed r-forms on M},

Br(M) = Im
(
d : Ar−1(M) → Ar(M)

)
= { exact r-forms on M}.

这里我们约定，当 r < 0或 r > n = dimM 时，Ar(M)是零空间，故 B0(M) = 0，Zn(M) =

Ar(M)。

注意到任意恰当形式均为闭形式，Br(M) ⊆ Zr(M)，这表明可以定义如下商空间：

Hr
dR(M) =

Zr(M)

Br(M)

称为 M 的 de Rham上同调群。

11 流形上的微积分

接下来我们来考虑流形上的定向、流形上的积分、带边流形上的积分，介绍 Stokes定理与高斯
绝妙定理。

先来看看在线性空间中我们是如何定向的：
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11 流形上的微积分

定义 11.1 (线性空间的定向)

设 V 是一个 n维线性空间，f = (f1, · · · , fn)为 V 的一个标架(frame)/基(这里称之为标架而
不是基意在强调这是一个给定序的基)，称 {V上的标架} / ∼ 中一个元素为 V 上一个定向，

其中 f ∼ f̃ ⇐⇒ ∃P ∈ GLn(R)，f̃ = f · P，detP > 0

V 上有且仅有两个定向：[f = (f1, · · · , fn)], [(f2, f1, · · · , fn)]。
等价的，我们借助微分形式描述定向：(∧nV ∗ − {0})/ ∼为 V 上一个定向，其中 Ω ∼ Ω̃ ⇐⇒

∃λ > 0，Ω̃ = λΩ。

接下来我们来看流形上的定向：

定义 11.2 (流形上的定向)

称M 可定向(orientable)，若存在 {(Vα, ψα, yα)}α，其中在 Vα 上有 Γ(Vα, TM)之标架 fα =

(fα,1, · · · , fα,n)，在 Vα ∩ Vβ 上，存在可逆 Pβα 使得 fα = fβP
−1
βα，detP−1

βα > 0，同样定义

∼，称 {(fα)α} / ∼中一个元素为流形M 上一个定向。

命题 11.1

存在 {(Vα, ψα, yα)}α满足detP−1
βα > 0

⇐⇒存在 {(Vα, ψα, zα)}α满足
∂

∂zα
=

∂

∂zβ
J−1
βα ,det J

−1
βα

⇐⇒存在 {(Vα, ψα, zα)}α ,Ωα ∈ Γ(Vα,∧nT ∗M)使得Ωα = λβαΩβ, λβα > 0

⇐⇒存在Ω ∈ Γ(M,∧nT ∗M)处处非零，称为体积形式(Volume form)

下面我们介绍流形上可定向图册的构造方式，这同时可判断可定向图册的存在性：取流形上的

C∞局部坐标图册，{(Uα, φα, xα)}α，考虑函数族
{
det J−1

βα

}
α,β

• 若 ∀α, β，det J−1
βα > 0，那么 {(Uα, φα, xα)}α自动为可定向图册。

• 若上述条件不满足，考虑在 xα = (x1α, · · · , xnα) 上调整顺序，得 zα = (z1α, · · · , znα) 使得
{(Uα, φ̃α, zα)}α为可定向图册，则

det

(
∂zβ
∂zα

)
> 0 ⇐⇒ det

(
∂xβ
∂xα

)
OβO

−1
α > 0,∀α, β

其中 Oα = det

(
∂zα
∂xα

)
∈ {±1}。

则可定向图册 {(Uα, φ̃α, zα)}α存在⇐⇒关于 {Oα : Uα → {±1}}α的方程

det

(
∂xβ
∂xα

)
OβO

−1
α > 0,∀α, β

有解。

下面我们看一些自然的可定向流形的构造：

• 辛流形：ω ∈ A2(M)，dω = 0非退化 =⇒ ωn为体积形式。

• 复流形：局部同胚 Cn

((
∂

∂zβ
,
∂

∂z̄β

)
=

(
∂

∂zα
,
∂

∂z̄α

)
· P−1

βα自动满足detP−1
βα

)

18



11 流形上的微积分

注：n维复流形 X 上是否存在一个处处非零的全纯微分 n−形式⇐⇒ C1(X) = 0，读者可自

行尝试证明。

• Riemann manifold：我们将在下面详细说明。

我们首先来定义一个度量：

定义 11.3

流形M 上一个度量为一个 (0, 2)型张量

g = ds2 ∈ Γ(M,Sym⊗2T ∗M) : Γ(M,TM)⊗ Γ(M,TM) → C∞(M,R)

且满足

• 对称。

• 正定：g|p (Xp, Xp) ≥ 0且取等仅当 Xp = 0 ∈ TpM

• 双线性：

g|p (λ1Xp + λ2Yp, µ1Zp + µ2Wp) =λ1µ1 g|p (Xp, Zp) + λ1µ2 g|p (Xp,Wp)

+λ2µ1 g|p (Yp , Zp) + λ2µ2 g|p (Yp ,Wp)

此时称 (M, g = ds2)为一个 Riemann流形。

注意，局部在 (U,φ, x)下，

g|U =
∑
i,j

gij(x)dx
i ⊗ dxj

通过度量可以定义 n−形式：

定义 11.4

设 g = ds2为 M 上一个度量，

Volg :=

{√
det gα,ij(x)dx

1
α ∧ · · · ∧ dxnα

}
α

命题 11.2

当 {(Uα, φα, xα)}α为可定向图册时，Volg 良定且给出处处非 0的 n−形式。

证明. 在 Uα ∩ Uβ 中，

dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ = det

(
∂xβ
∂xα

)
dx1α ∧ · · · ∧ dxnα

gβ,̃ij̃(x) = gα,ij(x) ·
∂xiα

∂xĩβ
· ∂x

j
α

∂xj̃β

det
(
gβ,̃ij̃(x)

)
= det (gα,ij(x)) · det

(
∂xiα

∂xĩβ

)
· det

(
∂xjα

∂xj̃β

)

=⇒
√

det
(
gβ,̃ij̃(x)

)
dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ =

∣∣∣∣det(∂xα∂xβ

)∣∣∣∣ · det(∂xβ∂xα

)√
det (gα,ij(x))dx

1
α ∧ · · · ∧ dxnα
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11 流形上的微积分

当 {(Uα, φα, xα)}α为可定向图册时，

det

(
∂xβ
∂xα

)
> 0

故 Volg 良定，
√

det (gα,ij(x)) > 0 =⇒其处处非零。

当 {(Uα, φα, xα)}α是否为定向图册未知时，通过构造

Oα : Uα → {±1}

以及 {
Oα

√
det (gα,ij)dx

1
α ∧ · · · ∧ dxnα

}
来构造良定且处处非零的 n−形式。
注意！度量的定义不需要定向/可定向图册，但由度量诱导良定的体积形式通常将一个可定向

流形上的某局部图册 {(Uα, φα, xα)}α的体积形式写为
{
Oα

√
det gα,ij(x)dx

1
α ∧ · · · ∧ dxnα

}
接下来我们考虑流形上的积分。回忆我们在分析中所学的，在欧氏空间中，我们将积分定义成

Riemann可积。而利用局部平凡化映射，我们可以将流形局部的积分定义为相应的欧氏空间上的积
分，这可以由“变量替换”表述，再利用单位分解将局部拼成整体。

引理 11.1 (开区域 Ω ⊆ Rn上积分变量替换)

设 Ω1,Ω2 为 Rn 上开区域(开集，无边)，ϕ : Ω1 → Ω2 是微分同胚，f ∈ C∞(Ω2,R) 且
suppf =

{
x2 ∈ Ω2

∣∣∣f(x2) ̸= 0
}
紧，那么

∫
Ω2

f(y)dy1 · · · dyn =

∫
Ω1

f ◦ ϕ(x) ·
∣∣∣∣det ∂y∂x

∣∣∣∣ · dx1 · · · dxn
定义 11.5 (局部的积分)

设 f ∈ C∞(M,R)，suppf 紧，且

suppf ⊆ (U,φ, x)

定义∫
(M,[ΩM ])

f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn :=

∫
(U,[ΩM ])

f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

:=

∫
(φ(U),[ΩM ])

(fdx1 ∧ · · · ∧ dxn) ◦ φ−1

(xk = πk ◦ φ) :=


∫
φ(U)

f ◦ φ−1dπ1 · · · dπn，dx1 ∧ · · · ∧ dxn与 ΩU 符号一致

−
∫
φ(U)

f ◦ φ−1dπ1 · · · dπn，dx1 ∧ · · · ∧ dxn与 ΩU 符号相反

约定M 上的定向为 [ΩM ]，所有局部图均与 [ΩM ]相容。
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11 流形上的微积分

命题 11.3 (局部积分的良定性)

设 fα|Uα∩Uβ
在 Uα ∩ Uβ 上具有紧支集，则∫

(φα(Uα∩Uβ),[ΩM ])

(fαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα) ◦ φ−1

α =

∫
(φβ(Uα∩Uβ),[ΩM ])

(fβdx
1
β ∧ · · · ∧ dxnβ) ◦ φ−1

β

证明. fα|Uα∩Uβ
具有紧支集，由 fβ = det

∂xα
∂xβ

fα，故 fβ|Uα∩Uβ
，从而右边有定义。

设微分同胚 ϕ : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ)，由欧式空间开区域上变量替换：∫
(φβ(Uα∩Uβ),[ΩM ])

fβ ◦ φ−1
β · (dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ) ◦ φ−1

β

=

∫
φβ(Uα∩Uβ)

fβ ◦ φ−1
β dπ1

β · · · dπn
β

(引理) =

∫
φα(Uα∩Uβ)

fβ ◦ φ−1
β ◦ ϕ ·

∣∣∣∣det ∂xβ∂xα

∣∣∣∣ · dπ1
α · · · dπn

α

=

∫
φα(Uα∩Uβ)

fβ ◦ φ−1
α · det ∂xβ

∂xα
· dπ1

α · · · dπn
α

=

∫
(φα(Uα∩Uβ),[ΩM ])

(fαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα) ◦ φ−1

α

定义 11.6 (流形上 n−形式的积分)

设 ω ∈ An
C(M) ≜ {具有紧支集的n−形式}，取流形 M 的正则覆盖

{
(Ui, φi, xi, U

1
2

i )
}

i
，其

与M 上的定向 [ΩM ]相容。作从属于该覆盖的单位分解 {ηi}i使得
suppηi ⊆ Ui, i = 1, 2, · · · , r

ηi

∣∣∣
suppω

= 0, i ≥ r + 1

定义 ∫
(M,[ΩM ])

ω :=
∑
i

∫
(Ui,[ΩM ])

ηiω

我们有

supp(ηiω) ⊆ suppηi ∩ suppω

⊆ Ui ∩ suppω , i = 1, 2, · · · , r

= 0 , i ≥ r + 1

命题 11.4

• 正则覆盖单位分解存在。

• 积分不依赖于正则覆盖及从属于其的单位分解的选取。
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11 流形上的微积分

证明. 之后再补。

实际计算中，取可定向图册 {(Uα, φα, xα)}α，在Uα上作局部计算，并利用容斥原理得∪αUα =

M 上的积分结果。

命题 11.5

设 (M, [ΩM ]), (N, [ΩN ])为定向流形，则

• 若微分同胚 ϕ :M → N 保持定向结构([ϕ∗ΩN ] = [ΩM ])，那么 ∀ω ∈ An
C(N)，∫

(M,[ΩN ])

ϕ∗ω =

∫
(N,[ΩN ])

ω

• ∀ω ∈ An
C(M)， ∫

(N,[ΩN ])

ω = (−1)

∫
(M,[ΩM ])

ω

证明. 显然。

下面我们来看带边流形上的积分与 Stokes 定理。在 Riemann 积分中我们定义
∫
[a,b]

f(x)dx :=∫
(a,b)

f(x)dx若 f 光滑，以及
∫
[a,b]

F ′(x)dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a)若 F ′光滑，这可以看成某种定

向。

定义 11.7 (平凡空间)

Rn
+ =

{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

∣∣∣xn ≥ 0
}

∂Rn
+ =

{
(x1, · · · , xn−1, 0) ∈ Rn

} 同胚≃ Rn−1

定义 11.8 (平凡空间的映射)

设 U, V 为 Rn
+的开集(即 U, V 为 Rn中开集 Ũ , Ṽ 与 Rn

+之交)，f : U → V 连续，对 ∀p ∈ U，

存在开集 p ∈ Ũ ⊆ Rn，q = f(p) ∈ Ṽ ⊆ Rn，光滑 F : Ũ → Ṽ 满足

F
∣∣∣
U∩Ũ

= f
∣∣∣
U∩Ũ

那么称 f : U → V 在 p处光滑，此时定义 f ′(p) = F ′(p)。

若 ∀p ∈ U，f 在 p处连续，则称 f 光滑。

读者可自行验证上述定义与 F : Ũ → Ṽ 的选取无关。

引理 11.2 (平凡空间光滑映射的性质)

• 若开集 W̃ → Rn，G : W̃ → Rn光滑且 G|W̃∩Rn
+
= 0，那么 ∀p ∈ W̃ ∩Rn

+，G
′(p) = 0。

• 设开集 U ⊆ Rn
+，f : U → Rn

+ 光滑，若 p ∈ U◦，f(p) ∈ ∂Rn
+，那么 ∀v ∈ TpRn

+，

f ′(p)(v) ⊆ ∂Rn
+ ⊆ Rn = Tf(p)Rn

+
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11 流形上的微积分

证明. (1)：当 p ∈ (W̃ ∩ Rn
+)

◦时结论显然。

当 p ∈ ∂(W̃ ∩ Rn
+) = W̃ ∩ ∂Rn

+ 时，选取序列 {pn} ⊆ (W̃ ∩ Rn
+)

◦，pn → p，那么

0 = G′(pn) → G′(p)。

综上 G′(p) = 0。

(2)：设 π : Rn → R 为投影映射，那么由于 ∀x ∈ U ⊆ Rn
+，π ◦ f(x) ≥ 0。从而

0 ≤ π[f(p+ tv)] = π[f(p) + f ′(p)(tv) + o(tv)]

令 t → 0+，0 ≤ (π(f ′(p)(tv)) + π(o(tv)))/t = π(f ′(p)(v))，令 t → 0− 类似的有 0 ≥=

π(f ′(p)(v))，故 π(f ′(p)(v)) = 0，即 f ′(p)(v) ⊆ ∂Rn
+。

引理 11.3

设开集 U, V ⊆ Rn
+，f : U → V 是光滑的微分同胚(F : Ũ → Ṽ 的限制)，那么

f◦ := f |U◦ : U◦ → V ◦

∂f := f |∂U : ∂U → ∂V

均为微分同胚。

证明. 分情况讨论。

定义 11.9 (带边流形)

在流形的定义中，以 Rn
+或 Rn代替 Rn。

若对于 p ∈M，存在 p ∈ (U,φ)使 φ(U)∩ ∂Rn
+ = ∅，那么称 p为 M 的内点，记 p ∈M◦。否

则称 p为边界点，称 p ∈ ∂M。

注意到 ∂(∂M) = ∅故 ∂M 为普通意义下的光滑流形。

关于流形的性质可直接推广，仅在正则覆盖 {(Ui, φi, Vi)}做如下修改：

Ui ∩ ∂M ̸= ∅

φi(Ui) = B1(0) ∩ Rn
+

φi(Vi) = B1/2(0) ∩ Rn
+

注意这里 φ(∂U) = φ(U) ∩ ∂Rn
+ ⊆ ∂Rn

+是开集。

定理 11.1

设M 是 n维带边流形，那么M 上的微分结构确定了 ∂M 上的一个微分结构，使 ∂M 为 M

的正则子流形，记为 i : ∂M → M。若 M 可定向，则 ∂M 也可定向，且 M 的定向确定的

∂M 的定向。

证明. 注意到，∂Rn
+ 是 Rn 的正则子流形，且与 Rn−1 微分同胚，对 M 的坐标图 (U,φ)，

φ|∂U (∂U) = φ(U) ∩ ∂Rn
+为 ∂Rn

+中开集。从而 ∂M 的微分结构可由

{
(Uα ∩ ∂M, φα|Uα∩∂M )

}
α
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11 流形上的微积分

给出，由引理 11.3即得转移函数光滑，从而 ∂M 为 n− 1维微分流形。由

φ(U ∩ ∂M) =
{
x ∈ φ(U)

∣∣∣xn = 0
}

得 ∂M 为 M 的正则子流形，下证M 的定向给出 ∂M 的定向。

设 (U,φ, x), (V, ψ, y)为 M 的含 p ∈ ∂M 的局部坐标图，且 det(ψ ◦ φ−1)′ > 0。

由于 xn ≥ 0, yn ≥ 0，且由引理 11.3知取等仅当该点∈ ∂M。故 ψ ◦ φ−1局部可表为：

yl = yk(x1, · · · , xn), 1 ≤ k < n

yn(x1, · · · , xn−1, 0) = 0

取 q ∈ U ∩ V ∩ ∂M，设 φ(q) = (a1, · · · , an−1, 0)，

det

(
(ψ ◦ φ−1)

∣∣∣
φ(q)

)
=

∣∣∣∣∣∣
(

∂yk

∂xl

)
1≤k,l≤n−1

∗

0 ∂yn

∂xn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
φ(q)

考虑函数 f(t) = yn(a1, · · · , an−1, t), t ≥ 0，那么 f(t) ≥ 0, t ≥ 0，从而

∂yn

∂xn

∣∣∣
φ
(q) = f ′(0) = lim

t→0+

f(t)

t
≥ 0

但 det

(
(ψ ◦ φ−1)

∣∣∣
φ(q)

)
> 0必须有 ∂yn

∂xn

∣∣∣
φ(q)

> 0，继而 det
(

∂yk

∂xl

)
1≤k,l≤n−1

> 0，即

(U ∩ ∂M, φ|U∩∂M , x|U∩∂M = (x1, · · · , xn−1, 0))

(V ∩ ∂M, ψ|V ∩∂M , y|V ∩∂M = (y1, · · · , yn−1, 0))

定向相容

定理 11.2 (Stokes)

设M 可定向，由 [ΩM ]给出，∂M 赋予诱导定向 Ω∂M = iN外ΩM。设 ω ∈ An−1
c (M)，则∫

(M,[ΩM ])

dω =

∫
(∂M,[Ω∂M ])

ω

证明. 由
∫
的线性性，只需证 supp包含于M 上一个可定向图册中某一个局部图 (U,φ, x)证

明。此时设

ω =
n∑

k=1

(−1)kλkdx1 ∧ · · · ∧ ˇdxk ∧ · · · ∧ dxn, λk ∈ C∞(U)

则

dω =

(
n∑

k=1

∂λk

∂xk

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn
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12 曲线的微分几何

从而 ∫
M

dω =

∫
U

dω =

∫
φ(U)

(
n∑

k=1

∂λk

∂xk
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
◦ φ−1

• U ∩ ∂M = ∅，此时 φ(U)为 Rn，不妨设 φ(U)包含于正方体 C =
{
π ∈ Rn

∣∣∣0 ≤ πk ≤ 1
}

由于 suppω ⊆ U 为紧集，可将 λk ◦ φ−1连续延拓至 C 上，且在 φ(U)之外为 0。

∫
φ(U)

(
n∑

k=1

∂λk

∂xk
dx1 · · · dxn

)
◦ φ−1

=

∫
C

(
n∑

k=1

∂λk

∂xk
dx1 · · · dxn

)
◦ φ−1

=
n∑

k=1

∫
C

(
∂λk ◦ φ−1

∂xk
dπ1 · · · dπn

)

=
n∑

k=1

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(
λk ◦ φ−1(π1, · · · , πn)

) ∣∣∣1
πk=0

dπ1 · · · ˇdπk · · · dπn

(λk在∂C上为0) =0

• U ∩ ∂M ̸= ∅，同上作 φ(U) ⊆ C◦ ∪
{
π ∈ R

∣∣∣πn = 0
}

∫
M

dω =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

dπ1 · · · dπn−1(0− λn ◦ φ−1(π1, · · · , πn = 0))(只有k = n有贡献)

=

∫
φ(∂M∩U)

(−1)(λn ◦ φ−1)dπ1 · · · dπn−1

=

∫
[∂M∩U,Ω∂M ]

(−1)λn(−1)ndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=

∫
[∂M∩U,Ω∂M ]

(−1)n−1λndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=

∫
[∂M∩U,Ω∂M ]

ω

12 曲线的微分几何

定义 12.1 (参数化曲线)

M 上的一条参数化曲线 C 为一个光滑映射，

γ : I = (−ε, ε) →M

称 C 在 p ∈ I 处正则，若 rankγ∗,p = 1。

称 C 为分段光滑参数化曲线，若 γ 分段光滑。

注意到，C 在 p处正则表明 γ 在 p附近是浸入映射，由秩定理知局部 γ 为单浸入，且为嵌入，

从而局部可将 γ 看成 γ(p)邻域的局部平凡化 φ = γ−1。
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12 曲线的微分几何

但是 C 处处正则并不代表整体 γ 是单射。

构造 γ∗TM =
{
(t,Xγ(t)) ∈ I × Tγ(t)M

}
，这是流形上的一个向量丛，且秩为 dimM，其为

Γ(I, γ∗TM)中的一个元素。

定义 12.2

称 γ∗TM 为 TM 沿着 γ 的拉回，称

(
t, γ∗,t

(
∂

∂t

∣∣∣∣
t

))
为 γ 的切向量场。

考虑M = R3，取局部图册
(
U = R3, φ = id, (x, y, z)

T
)

此时

γ : I →M

t 7→


x(t) = π1 ◦ γ(t)
y(t) = π2 ◦ γ(t)
z(t) = π3 ◦ γ(t)

 = γ(t)

定义 12.3 (Frenet标架)

T ∈ Γ(I, γ∗TM), T (t) =
dγ(t)

dt
/

∣∣∣∣dγ(t)dt

∣∣∣∣ = γ∗(
∂

∂t
)/

∣∣∣∣γ∗( ∂∂t)
∣∣∣∣

N ∈ Γ(I, γ∗TM), N = T ′(t)/ |T ′(t)|

b ∈ Γ(I, γ∗TM), b = T ×N

此处取度量为 1 · 1(M 上的度量在 γ(I)上的限制)：

∣∣Xγ(t)

∣∣2 = gR3(Xγ(t), Xγ(t)),∀Xγ(t) ∈ Tγ(t)M

事实：若 γ 正则，且 |T ′(t)| ≠ 0，b ̸= 0，则 {T (t), N(t), b(t)}为 γ∗TM 的一个标架。

定理 12.1

Frenet标架满足
d

dt
(T,N, b) = (T,N, b) ·M

其中M 具有形式

M(t) =


0 −a (t) 0

a (t) 0 −b (t)
0 b (t) 0



证明. 记 e = (T,N, b)

我们来看 Frenet标架对参数 t是否有依赖性，设 t̃为另一参数化，
dt

dt̃
> 0

T̃ =
dγ(t(t̃))

dt̃
/

∣∣∣∣dγ(t(t̃))dt̃

∣∣∣∣ = dt

dt̃

dγ(t))

dt
/

∣∣∣∣dtdt̃ dγ(t))dt

∣∣∣∣ = T

Ñ =
dT̃

dt̃
/

∣∣∣∣∣dT̃dt̃
∣∣∣∣∣ = dT

dt̃
/

∣∣∣∣dTdt̃
∣∣∣∣ = dt

dt̃

dT

dt
/

∣∣∣∣dtdt̃ dTdt
∣∣∣∣ = N
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12 曲线的微分几何

t̃自然不变。
dẽ

dt̃
= ẽM̃，

de

dt
= eM，故 M̃ =

dt

dt̃
M。

事实上

a(t) =
|γ × γ′′|
|γ′|2

b(t) =
vol(γ, γ′, γ′′)

|γ′ × γ′′|2
|γ′|

弧长参数 s为满足
dt

ds
的下述方程的解：

∣∣∣∣dγds
∣∣∣∣ = 1

⇐⇒ dt

ds

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣ = 1

⇐⇒ds

dt
=

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣

⇐⇒s =

∫ t

|γ′(u)|du

定义 12.4

曲线 C 的曲率 κ(s) = a(s)，挠率 τ(s) = b(s)。

在弧长参数下，

κ(s) =

∣∣∣∣d2γ(s)

ds2

∣∣∣∣ = |γ̈(s)|

τ(s) =
vol(T, Ṫ , T̈ )∣∣∣Ṫ ∣∣∣2 =

vol(γ, γ̇, γ̈)

|γ̇|2

特别的，当 κ(s) = 0当且仅当 γ 为直线，τ(s) = 0当且仅当 γ 为平面曲线，证明留作习题。
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12 曲线的微分几何

下面我们来看看微分几何在狭义相对论的体现。

之后补。

（2025.1.7补：还是不看了，过于大分）
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13 R3中曲面的微分几何

13 R3中曲面的微分几何

定义 13.1 (曲面的参数化)

一个参数化曲面为一个光滑映射：

Ω ⊆ R2 F→M
i
↪→ R3

(
u

v

)
7→


x ◦ i ◦ F (u, v)
y ◦ i ◦ F (u, v)
z ◦ i ◦ F (u, v)


简单起见，我们记 r = i ◦ F : Ω → R3。

考虑参数化曲面(Ω r→ F )上的曲线

I
β−→ Ω

r−→M ⊆ R3

t
β7→

(
u(t)

v(t)

)
r7→


x ◦ r(u, v)
y ◦ r(u, v)
z ◦ r(u, v)


我们有：

d(r ◦ β)
dt

=
d(x ◦ r)(u(t), v(t))

dt

∂

∂x
+

d(y ◦ r)(u(t), v(t))
dt

∂

∂y
+

d(z ◦ r)(u(t), v(t))
dt

∂

∂z

=

(
∂(x ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

du(t)

dt
+
∂(x ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

dv(t)

dt

)
∂

∂x

+

(
∂(y ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

du(t)

dt
+
∂(y ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

dv(t)

dt

)
∂

∂y

+

(
∂(z ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

du(t)

dt
+
∂(z ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

dv(t)

dt

)
∂

∂z

=

(
∂(x ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

∂

∂x
+
∂(y ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

∂

∂y
+
∂(z ◦ r)(u(t), v(t))

∂u

∂

∂z

)
du(t)

dt

+

(
∂(x ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

∂

∂x
+
∂(y ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

∂

∂y
+
∂(z ◦ r)(u(t), v(t))

∂v

∂

∂z

)
dv(t)

dt

(TR3 ∼= R3) =
∂r(u(t), v(t))

∂u

du(t)

dt
+
∂r(u(t), v(t))

∂v

dv(t)

dt

:=ru
du(t)

dt
+ rv

dv(t)

dt

TpM =

{
d(过 p的道路)

dt

∣∣∣∣
t=0

}
⊆ TpR3 = R3

(取特殊的道路 β，通过 γ ◦ β) =spanR

{
ru|p , rv|p

}
其中

ru = r∗
∂

∂u
, rv = r∗

∂

∂v
, r : Ω →M ⊆ R3
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13 R3中曲面的微分几何

M 上的度量

gR3 = ds2 = dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

gR3 |M : Γ(M,TM)× Γ(M,TM) → A0(M)

gR3 |p∈M (Xp, Yp) = gR3(Xp, Yp)

取 TpM 的基 ru, rv，则 g(ru, ru) = ⟨ru, ru⟩ , g(rv, rv) = ⟨rv, rv⟩ , g(ru, rv) = ⟨ru, rv⟩

定义 13.2 (第 I基本型)

定义参数化曲面 r : Ω → M ⊆ R3 的第 I基本型为 I = gR3 |M 在 TM 的基 ru, rv 和局部坐标

系 u, v下(此时 r : Ω →M 为局部平凡化映射的逆)

I = ⟨ru, ru⟩du⊗ du+ ⟨ru, ru⟩du⊗ du+ ⟨ru, rv⟩ du⊗ dv + ⟨rv, ru⟩ dv ⊗ du+ ⟨rv, rv⟩dv ⊗ dv

:= ⟨rudu+ rvdv, rudu+ rvdv⟩R3 = ⟨dr, dr⟩R3

命题 13.1

I 不依赖于 Ω坐标的选取，即在 Ω的新坐标 (ũ, ṽ) = ϕ(u, v)，其中 ϕ是 Ω → Ω的微分同胚，

那么

I =
∑
k,l

⟨ruk , rul⟩ duk ⊗ dul = ϕ∗

(∑
k,l

⟨rũk , rũl⟩dũk ⊗ dũl

)

证明. r, dr不依赖于 Ω上坐标的选取，故 I = r∗gM 不依赖于坐标的选取。

r局部浸入，我们有 ru, rv 局部线性无关，故

N(u, v) =
ru × rv
|ru × rv|

∈ Γ(Ω, r∗TR3)

定义 13.3 (第 II基本型)

参数化曲面 r : Ω →M ⊆ R3的第 II基本型为 II = −⟨dr, dN⟩R3

考虑线性映射

b : Γ(Ω, r∗TM) → Γ(Ω, r∗TM)

ru 7→ −Nu

rv 7→ −Nv

从而 II = −⟨dr, dN⟩R3 = ⟨dr, b(dr)⟩R3，其中

b(dr) = b(
2∑

k=1

rukduk) =
2∑

k=1

b(ruk)duk = −
2∑

k=1

Nukduk = −dN

有时也称 b为第 II基本型。

命题 13.2

线性映射 b为自伴随映射，即在 ⟨bx, y⟩ = ⟨x, b∗y⟩中有 b∗ = b
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13 R3中曲面的微分几何

证明. 取 Γ(Ω, r∗TM)的基 ruk , k = 1, 2

LHS = −⟨Nuk , rul⟩ = ⟨N, ruluk⟩ = ⟨N, rukul⟩ = RHS

定义双线性型

B : Γ(Ω, r∗TM)⊗ Γ(Ω, r∗TM) → R

(X,Y ) 7→ B(X,Y ) = ⟨X, bY ⟩

则 b自伴随⇐⇒ B 对称。

定理 13.1

考虑

κ1(p) = max
Xp∈TM |p
|Xp|=1

B(Xp, Xp), κ2(p) = min
Xp∈TM |p
|Xp|=1

B(Xp, Xp)

称 κ1, κ2为 M 在 p处的主曲率，对应取到极值的向量 Xp称为主方向。则

• 最大、最小值可以被取到。

• κ1, κ2为映射 b的特征值，此时对应的主方向即为所对的特征向量。

• κ1 ̸= κ2时主方向正交。

证明. B = UTdiag {λ1, · · · , λn}U，其中 U 为正交阵，λ1 ≤ · · · ≤ λn，做坐标变换可不妨

B(x, x) =
∑
λix

2
i，从而结论显然。

定义 13.4

考虑 Ω
r→M

i
↪→ R3以及 b : Γ(Ω, r∗TM) → Γ(Ω, r∗TM)。

定义 p处的 Gauss曲率为 κ = det b = κ1κ2，平均曲率为 H = Trb = κ1 + κ2。

命题 13.3

令 bkl = B(rk, rl) = ⟨rk, b(rl)⟩ = ⟨rkl, N⟩，gkl = ⟨rk, rl⟩，则

κ =
det(bkl)

det(gkl)
, H =

∑
gklbkl

下面我们讲介绍高斯绝妙定理(Gauss’s theorem egregium)。
对 Gauss曲面方程 Ω

r→M
i
↪→ R3，考虑正交投影，

rjk = riΓ
i
jk + ⟨rjk, N⟩N rk =

∂r

∂uk
, rkl =

∂2r

∂uk∂ul

= riΓ
i
jk +BjkN
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13 R3中曲面的微分几何

这给出了 Γi
jk 的定义。

命题 13.4

Γi
jk =

1

2
gil(

∂glk
∂uj

+
∂glj
∂uk

− ∂gjk
∂ul

)

其中 gM = ds2 =
∑
gjkdu

j ⊗ duk

证明. 注意到 rjk 关于 j, k对称，故 Γi
jk = Γi

kj

考虑

⟨rjk, rl⟩ =
〈
riΓ

i
jk +BjkN, rl

〉
= gilΓ

i
jk

∂igjk = ∂i ⟨rj , rk⟩ = ⟨∂irj , rk⟩+ ⟨rj , ∂irk⟩

= ⟨rij , rk⟩+ ⟨rik, rj⟩

=gakΓ
a
ij + gbjΓ

b
ki

注意到 ∂igjk 关于 j, k对称。对上式中的 i, j, k做轮换，有

∂jgki + ∂kgij − ∂igjk

=(gaiΓ
a
jk + gbkΓ

b
ij) + (gajΓ

a
ki + gbiΓ

b
jk)− (gakΓ

a
ij + gbjΓ

b
ik)

=2gaiΓ
a
jk

=⇒ 1

2
gai(∂jgki + ∂kgij + ∂igjk) = Γa

jk

可积性条件指的是 rijk 与 i, j, k顺序无关。

命题 13.5

0 = rijk − rikj
Gauss方程

= ra(R
a
ijk − Ua

ijk) + VijkN

其中

Ra
ikj = (∂kΓ

a
ij − ∂jΓ

a
ik) + (Γa

kbΓ
b
ij − Γa

jbΓ
b
ki)称为 Riemann曲率张量

Ua
ijk = Ba

kBij −Ba
jBik, B

i
j = gikBkj

Vijk = Γa
ijBak + ∂kBij − Γa

ikBaj − ∂jBik

特别的，称 Ra
ikj = Ua

ijk 为 Gauss方程，Vijk = 0为 Codazzi-Peterson方程

推论 13.1

Γi
jk 不是张量，R

a
bkl 是张量，且关于 k, l反对称。

证明. 为方便记录，在下文中我们约定涉及旧坐标系 {xi}的指标均以拉丁字母表示，涉及新
坐标系 {yα} 的指标均以希腊字母表示，采取 Einstein 求和约定,并适当省略计算过程。简记
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13 R3中曲面的微分几何

∂i := ∂
∂xi , ∂α := ∂

∂yα ,其可由 ∂α = ∂αx
j∂j 联系. 记 g,Γ, R在新坐标系中的对应分量为

g̃αβ := g (∂α, ∂β) , Γ̃γ
αβ :=

1

2
g̃γδ (∂αg̃δβ + ∂β g̃δα − ∂δ g̃αβ) , R̃

α
βγδ := ∂γΓ̃α

βδ−∂δΓ̃α
βγ+Γ̃α

γεΓ̃
ε
βδ−Γ̃α

δεΓ̃
ε
βγ

由 g是一个(2,0)-型张量可知 g̃αβ = ∂αx
i∂βx

jgij ,左右以 ∂δ = ∂δx
k∂k 求导可得

∂δ g̃αβ = ∂δ∂αx
i∂βx

jgij + ∂αx
i∂δ∂βx

jgij + ∂δx
k∂αx

i∂βx
j∂kgij .

注意指标轮换,计算可得

∂αg̃βδ + ∂β g̃δα − ∂δg̃αβ = 2∂α∂βx
i∂δx

jgij + ∂αx
k∂βx

i∂δx
j (∂kgij + ∂igjk − ∂jgki) .

最后两边同乘 1
2
g̃γδ = 1

2
∂ly

γ∂jy
δglj ,由 Γ̃γ

αβ = 1
2
g̃γδ (∂αg̃βδ + ∂β g̃δα − ∂δ g̃αβ)得

Γ̃γ
αβ = ∂ly

γ∂α∂βx
l + ∂ly

γ∂αx
k∂βx

iΓl
ki =

∂yγ

∂xi
∂2xi

∂yα∂yβ
+
∂yγ

∂xk
∂xi

∂yα
∂xj

∂yβ
Γk
ij .

如果 Γk
ij 为张量分量，则其应只有后一项,易见多出来的一项与 Jacobi矩阵和 Hesse矩阵

均有关，一般情况下其并不平凡，故 Γk
ij 不为某张量的分量。

对于 R，由上得到

∂γΓ̃
α
βδ = ∂γx

a∂p (∂ay
α) ∂β∂δx

p + ∂ay
α∂β∂γ∂δx

a

+ ∂γ
(
∂ay

α∂βx
b∂δx

t
)
Γa
bt + ∂ay

α∂βx
b∂γx

k∂δx
l∂kΓ

a
bl,

Γ̃α
γεΓ̃

ε
βδ = ∂ay

α∂p (∂γx
a) ∂β∂δx

p + ∂py
α∂a (∂γx

p) ∂βx
b∂δx

tΓa
bt

+ ∂δ
(
∂βx

b
)
∂ay

α∂γx
tΓa

tb + ∂ay
α∂βx

b∂γx
k∂δx

lΓa
kpΓ

p
bl.

注意指标置换,将上两式代入 R̃α
βγδ = ∂γΓ̃

α
βδ − ∂δΓ̃

α
βγ + Γ̃α

γεΓ̃
ε
βδ − Γ̃α

δεΓ̃
ε
βγ ,由一系列计算可得

R̃α
βγδ = ∂ay

α∂βx
b∂γx

k∂δx
lRa

bkl =
∂yα

∂xa
∂xb

∂yβ
∂xk

∂yγ
∂xl

∂yδ
Ra

bkl.

故由上式形式知 Ra
bkl 是某张量的分量。

考虑M
i
↪→ R3，则 Ra

bkl
Gauss方程

= Ba
kBbl −Ba

l Bbk 由 ∂Γ− ∂Γ + ΓΓ− ΓΓ给出。

dimM = n = 2时，Ra
bkl 中独立的分量之集 Ra

b12(R
a
b11 = Ra

b22 = 0, Ra
b21 = −Ra

b12)

考虑 gcbRa
bkl 中独立的分量

g2bR1
b12

Gauss方程
= g2b(B1

1Bb2 −B1
2Bb1)

=B1
1B

2
2 −B1

2B
2
1 = K

定理 13.2 (高斯绝妙定理)

K 仅与 gM 有关，与M
i
↪→ R3, r : Ω →M 无关。
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14 高维切向量场的导数

证明. K = g2bR1
b12，R = ∂Γ− ∂Γ + ΓΓ− ΓΓ仅与 Γ有关，Γ = 1

2
g(∂g + ∂g − ∂g)仅与 g有

关，故K 仅与 g有关。

定义 13.5 (等距映射)

设 (M, gM ), (N, gN )为赋予了度量的微分流形，称 ϕ :M → N 为等距同构，若

• ϕ为微分同胚。

• ϕ∗gN = gM (∀X,Y ∈ Γ(M,TM), gM (X,Y ) = gN (ϕ∗X,ϕ∗Y ))

注：等距映射保持切向量场之间的内积，而不是两点的距离。

于是我们可以如下陈述高斯绝妙定理：K 在等距同构意义下不变。

定理 13.3 (Bonnet)

若满足 Gauss,Codazzi-Peterson方程，则局部存在流形M 以及度量 gM 使得由 gM 定义的 R

满足 Gauss-Codazzi-Peterson的 R。

定理 13.4 (Frenet)

给定 κ(s), τ(s)，存在空间曲线 γ 使得其曲率，挠率分别为 κ(s), τ(s)。

14 高维切向量场的导数

下面我们考虑如何对M 上切向量场 V 求导。

在参数化曲面上，按前文所述，如果要给出 r : Ω → M 在 ui 上的导数，我们需要取出正交投

影，而这要求其上有度量结构。我们希望，通过某种方式定义导数而不依赖度量。

定义 14.1

d : Γ(M,TM)⊗ C∞(M,R) →C∞(M,R)

(X, f) 7→X(f) = df(x) := dXf

满足：

• dXf 关于 X 线性，满足 dgXf = gdXf。

• dXf 关于 f 线性。

• dXf 关于 f 满足 Leibnitz法则。

则 d可视为 C∞(M,R) → Γ(M,TM)∗ ⊗ C∞(M,R) ∼= Γ(M,T ∗M)⊗ C∞(M,R)或等价地视为

d ∈ Γ(M,T ∗M)⊗
{
Map(C∞(M,R), C∞(M,R))

∣∣∣线性、满足 Leibnitz法则
}

在局部坐标图 (U,φ, x)取局部 Γ(M,TM)的基 ek = ∂
∂xk 与 Γ(M,TM)∗ = Γ(M,T ∗M)的对偶
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14 高维切向量场的导数

基 ωk = dxk，则

d =
n∑

k=1

dxk ⊗ ∂

∂xk
(−) dXf =

n∑
k=1

dxk(X)
∂

∂xk
f

按定义 d不依赖 {ek}及对偶基
{
ωk
}
的选取。

定义 14.2 (协变导数)

∇ : Γ(M,TM)⊗ Γ(M,TM) →Γ(M,TM)

(X,V ) 7→∇XV

称为切向量场 V 沿 X 的协变导数，若 ∇满足：

• ∇XV 关于 X 线性，满足 ∇gXV = g∇XV。

• ∇XV 关于 V 线性。

• ∇XV 关于 V 满足 Leibnitz：∇X(fV ) = (∇Xf)V + f∇XV = (dXf)V f∇XV
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