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1 域

1 域

1.1 域扩张

定义 1.1

(F,+, ·)称为域(field)，若满足：

• a+ b = b+ a, a · b = b · a;

• (a+ b) + c = a+ (b+ c), (a · b) · c = a · (b · c);

• (a+ b) · c = a · c+ b · c;

• ∃0 ∈ F,∀a ∈ F, 0 + a = a;

• ∃0 ̸= 1 ∈ F,∀a ∈ F, 1 · a = a;

• ∀a ∈ F,∃ − a ∈ F, a+ (−a) = 0;

• ∀a ̸= 0,∃a−1 ∈ F, a · a−1 = 1.

定义 1.2

E 是一个域，F 称为 E 的子域(subfield)，若 F ⊂ E，且对 E 中的运算构成域。称 E 是 F

的一个扩张(extension)。

设 F 是域，考虑自然同态 f : Z→ F，则 kerf 为 (0)或一个素理想 (p)。

若 kerf = (0)，称 F 的特征是 0且有嵌入映射 Q→ F，称 Q是 F 的素子域。

若 kerf = (p)，称 F 的特征是 p且有嵌入映射 Z/pZ→ F，称 Z/pZ是 F 的素子域。

定义 1.3

设有域扩张 E/F，S ⊂ E，记 F (S)为由 F 与 S生成的子域，那么 F (S)/F 是一个域扩张。

若 S 只含一个元素 u，我们称 F (u)是 F 的一个单扩张(simple extension)，称 u为 F (u)的

本原元(primitive element)。

u ∈ E，考虑 F (u) =

{
f(u)

g(u)

∣∣∣f, g ∈ F [x], g(u) ̸= 0

}
。

我们有同态 f : F [x] → E, f(x) 7→ f(u), f |F = idF。由于 F (u) 是一个域，故 kerf = (0) 或

(g(x))，其中 g(x)是不可约多项式。

若 kerf = (0)，则 F [x] ∼= F [u]；若 kerf = (g(x))，则 F (u) ∼= F [u] ∼= F (x)/(g(x))。

定义 1.4

u ∈ E，若不存在 h(x) ∈ F [x], h(u) = 0，则称 u 是 F 上的超越元(transendental element)，
否则称为代数元(algebraic element)。若首一的不可约多项式 g(x) 使 g(u) = 0，则称之为 u

的极小多项式。

命题 1.1 (Kronecker’s theorem)

F 是一个域，h(x) ∈ F [x]，则存在域扩张 E/F 使得 h(x)在 E 上有根。
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1.1 域扩张 1 域

证明. 不妨设 h(x)是不可约多项式，则 F [x]/(h(x))是满足条件的域扩张。

定义 1.5

设 E/F 是域扩张，若对 ∀u ∈ E 均为代数元，则称 E/F 是代数扩张(algebraic extension)。
否则称为超越扩张(transendental extension)。

定义 1.6

设 E/F 是域扩张，我们可以将 E 视作 F 上的线性空间，我们将这个线性空间的维数称作

E/F 的度数(degree)，记作 [E : F ]。

若 [E : F ] = 2, E = F (α)，则存在 a, b, c ∈ F, aα2 + bα + c = 0。由于 α /∈ F，故 a ̸= 0。不

妨 a = 1.x2 + bx + c 是 α 的极小多项式。假设 charF ̸= 2，则 (α + b/2)2 = b2/4 − c ∈ F。设

α′ = α+ b/2，则

E = F (α) = F (α′), α′2 ∈ F

命题 1.2

E/F 是域扩张，代数元 u ∈ E 极小多项式为 g(x)，则 [F (u) : F ] = degg。进一步若

[F (u) : F ] <∞，则 u是 F 上代数元。

证明. 设 n = degg，则 F (u) ∼= F [x]/(g(x)) = F (1, x, · · · , xn−1)，故 [F (u) : F ] = n = degg。

进一步设 [F (u) : F ] = n，则存在 a0, · · · , an ∈ F，a0 + a1u+ · · ·+ anu
n = 0，故 u是 F

上代数元。

推论 1.1

有限扩张都是代数扩张。

设域扩张 E/F，域K 满足 E/K 和K/F 都是域扩张，则称K 为 E/F 的中间域(intermediate
field)。

定理 1.1

设域扩张 E/K/F，则 E/F 是有限扩张当且仅当 E/K 和 K/F 均为有限扩张。事实上，

[E : F ] = [E : K][K : F ]。

证明. “=⇒”是显然的。
“⇐=”：设 E/K 和 K/F 都是有限扩张。取 K/F 的一组基 u1, · · · , un 与 E/K 的一组

基 v1, · · · , vn，则 ∀a ∈ E，

a =
m∑
i=1

aivi, ai ∈ K

=
m∑
i=1

vi ·
n∑
j=1

bi,juj , bi,j ∈ F

=
∑
i,j

bi,jviuj , bi,j ∈ F

2



1.2 代数扩张 1 域

即 E 是由 {viuj}生成的，且线性不相关。因此

[E : F ] = mn = [E : K][K : F ]

推论 1.2

设域扩张 E/K/F，[E : F ] <∞，则 [E : F ]被 [E : K]与 [K : F ]整除。特别的，若 [E : F ]

是素数，则K = E 或K = F。

定理 1.2 (Steinitz’s theorem)

E/F 是一个有限域扩张，则 E/F 是单扩张当且仅当它只有有限个中间域。

证明. “=⇒”：设 E = F (u)，K 是中间域，则 E = K(u)。设 u 在 K 上的极小多项式是

g(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0, ai ∈ K。

令K ′ = F (a0, a1, · · · , an−1) ⊂ K，g′(x)是 u在K ′上的极小多项式。

则 g′(x) | g(x)且

[E : K ′] = degg′(x) ≤ degg(x) = [E : K] ≤ [E : K ′]

于是我们有 g′(x) = g(x),K = K ′。

设 h(x)是 u在 F 上的极小多项式，则 g(x) | h(x)。注意到 K 由 g唯一确定且 g仅有有

限个选择，因此K 也只有有限个。

“⇐=”：我们先证明如下引理：

引理 1.1

[E : F ] <∞当且仅当 E = F (u1, · · · , un)，其中 ui是 F 上的代数元。

引理的证明. “⇐=”：

[E : F ] = [F (u1) : F ][F (u1, u2) : F (u1)] · · · [E : F (u1, · · · , un−1)] <∞

“=⇒”：取 u /∈ F，[F (u) : F ] ≤ [E : F ] < ∞，故 u 是 F 上代数元。考虑

E/F (u)，有 [E/F (u) : F ] < [E : F ]，归纳得 E/F (u) = F (v1, · · · , vm)对某个 m，故

E = F (u, v1, ·, vm)。

1.2 代数扩张

定理 1.3

设域扩张K/E/F，则K/F 是代数扩张当且仅当K/E 和K/F 是代数扩张。

3



1.2 代数扩张 1 域

证明. “=⇒”是显然的。
“⇐=”：对 u ∈ K，设 g(x) = xn + a1x

n−1 + · · · + a0 ∈ E[x]是 a的极小多项式，则 u

是 F (a0, · · · , an−1)上的代数元，故

[F (u) : F ] ≤ [F (u, a0, · · · , an−1) : F ]

= [F (u, a0, · · · , an−1) : F (a0, · · · , an−1)][F (a0, · · · , an−1) : F ] <∞

故 u是 F 上的代数元。

定理 1.4

设域扩张 E/F，K ⊂ E 是 E 中所有代数元构成的集合，则K 是域。

证明. 对代数元 α, β ∈ K，F (α, β)/F (α)/F 是代数的，故 F (α, β)/F 是代数的。

即 α± β, α · β, α−1, β−1在 F 中都是代数元，进而K 是域。

取 E = R，F = Q。注意到 xn − 2在 Q上不可约，取 z = 21/n，则

[K : Q] ≥ [Q(z) : Q] = n

由 n的任意性，[K : Q] =∞。

推论 1.3

若 u是K 上的代数元，则 u ∈ K。

证明. K(u)/K/F 是代数扩张，所以K(u)/F 是代数扩张，这表示 u是 F 上的代数元。

定义 1.7

设域扩张 E/K，若不存在域扩张 E/K ′/K 使得K ′/K 是代数扩张且K ′ ̸= K，则称K 在 E

中是代数封闭的(algebraically closed)。
若 E/K/F 满足K 在 E中是代数封闭的且K/F 是代数扩张，则称K 是 F 在 E中的代数闭

包(algebraic closure)。

事实上，K =
{
x ∈ E

∣∣∣x是F上代数元}
。

定义 1.8

K 是域，若K 没有非平凡代数扩张，则称K 是代数封闭的。

例 1.1

R在 C中的代数闭包是 C。
设K 是 Q在 R上的代数闭包，则K 在 R中是代数封闭的，在 C中不是。
F 在 F (t)/F 中是代数封闭的。
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1.2 代数扩张 1 域

定义 1.9

F 是域，若K/F 是代数扩张且K 是代数封闭的，则称K 是 F 的代数闭包。

定理 1.5

K 是域，则以下命题等价：

• K 是代数封闭的；

• K[x]中任一不可约多项式的次数等于 1；

• K[x]中任一次数大于零的多项式可分解为一次因子的乘积；

• K[x]中任一次数大于零的多项式都在K 中至少有一个根。

定理 1.6

K 是代数封闭的，F ⊂ K 是子域，则 F 在K 中的代数闭包 F̄ 是代数封闭的，即 F̄ 是 F 的

代数闭包。

证明. 设 K ′/F̄ 是代数扩张，u ∈ K ′ 的极小多项式是 g(x) ∈ F̄ [x]。因为 g(x) ∈ K[x]，故

g(x) = (x− x1) · · · (x− xn), xi ∈ K。xi是 F̄ 上的代数元，故 xi ∈ F̄。而 u又是其中一个 xi，

故 u ∈ F̄，即K ′ = F̄。

定理 1.7

任一域 F 在同构意义下有唯一的代数闭包。

定义 1.10

域扩张E/F，设 End(E/F )为所有同态 φ : E → E且 φ|F = idF 组成的集合，Aut(E/F )为

所有同构 φ : E → E 且 φ|F = idF 组成的集合。

命题 1.3

若 E/F 是代数扩张，则 End(E/F ) = Aut(E/F )。

证明. 设 φ ∈ End(E/F )。设 u ∈ E 的极小多项式 g(x)，则 φ(g(x)) = g(x)。设 S 是 g(x)根

的集合，则 φ(S) ⊂ S。由于两个域之间的任一非零同态都是单的，故 φ(S) = S，即 φ是满

射，故是同构。
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1.3 尺规作图 1 域

1.3 尺规作图

在本节中我们讨论尺规作图问题。

记 L(x, y)为过两点 x和 y的直线，C(x, r)为以点 x为圆心，长度 r为半径的圆。

开始尺规作图之前，我们在平面上有 n 个点 z1, z2, . . . , zn ∈ R2 ∼= C ，其中 z1 = (0, 0), z2 =

(0, 1)，即我们有了原点和单位长度。

令 S1 = {z1, . . . , zn}。我们在 Si上通过如下规则作出 Si+1：

• 添加两直线的交点 L(x, y) ∩ L(x′, y′)；

• 添加两圆的交点 C(x, |y − z|) ∩ C(x′, |y′ − z′|)；

• 添加直线与圆的交点 L(x, y) ∩ C(x′, |y′ − z′|)。

于是有 S1 ⊂ S2 ⊂ . . . 并且 S =
∞⋃
i=1

Si是所有能用尺规作图作出来的点构成的集合。

显然 1
2n
Z[i] ⊂ S，即 S 在 C中是稠密的。

定理 1.8

我们有如下命题：

• S ⊃ z1, · · · , zn是 C的子域；

• ∀a ∈ S，我们有 ā ∈ S 与
√
a ∈ S；

• S 是 C的满足如上条件的最小子域。

证明. 我们已经熟知如何用尺规作图对线段长度进行加减乘除与开根，以及对角进行加减与
平分，故前两者是显然的。对于最后一个命题，设 F 是 C的满足条件的子域，可以通过归纳

验证 Si ⊂ F。

定义 1.11

称 S 中的点是z1, . . . , zn尺规导出的(constructible)

定义 1.12

对于 C 的子域 F，一个域扩张 E/F 称为 F 上的平方根塔(square root tower)，若 E 形如

F (u1, . . . , un)并且 u2i ∈ F (u1, . . . , ui−1)。

进而我们可以看到 [F (u1, . . . , ui) : F (u1, . . . , ui−1)] = 1或 2，所以 [E : F ] = 2k 对于某个正整

数 k。

定理 1.9

给定 n个点 z1, . . . , zn ∈ C，F = Q(z1, . . . , zn, z̄1, . . . , z̄n)。则 z ∈ C是尺规导出的当且仅当
z被包含在 F 上的一个平方根塔里。
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1.3 尺规作图 1 域

证明. 设 T 是平方根塔的集合。

一方面，容易验证 T 同 S 一样满足上述条件，故 S ⊂ T。
另一方面，通过归纳容易验证 T 中的点都是尺规导出的，故 T ⊂ S。
因此 S = T，得证。

推论 1.4

若 z是尺规导出的，那么 z是代数数，且若 g(x)是 z在F 上的极小多项式，则deg g(x) = 2k，

对于某个正整数 k。

例 1.2 (尺规作图三大问题)

倍立方问题：取F = Q, z = 3
√
2，z在F上的极小多项式是 g(x) = x3−2，deg g(x) = 3 ̸= 2k，

故不是尺规导出的。

三等分角问题：取 F = Q, z = eiπ/9，z 在 F 上的极小多项式是 g(x) = x3 − 3

4
x − 1

8
，

deg g(x) = 3 ̸= 2k，故
π

3
不能被三等分，更不用说一般的角了。

倍立方问题：取 F = Q, z = π，z在 F 上不是代数元，自然不是尺规导出的。
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1.4 分裂域 1 域

1.4 分裂域

定义 1.13

f 是 F 上的首一多项式，域扩张E/F 满足：存在 r1, · · · , rn ∈ E，f(x) = (x−r1) · · · (x−rn)
且 E = F (r1, · · · , rn)，则称 E 是 F 的分裂域(splitting field)。此时称 E 是多项式 f(x)的分

裂域。

引理 1.2

我们有如下命题：

• 若 E 是 f(x) ∈ F (x)的分裂域，则 [E : F ] <∞；

• 域扩张 E/K/F， E/F 是 f(x) ∈ F [x] ⊂ E[x]的分裂域，则 E/K 是 f(x)的分裂域。

定理 1.10

F [x]中任一非零首一多项式均有分裂域。

证明. 对 f 的度数归纳。假设 f 在 F 上不可分，则存在不可约多项式 g(x)，g(x) | f(x)，
degg ≥ 2。由 Kronecker’s theorem，存在域扩张 K/F 使得 g(x) = (x − r1)g′(x) ∈ K[x]，则

f(x) = (x− r1)f ′(x) ∈ K[x]。由归纳假设知 h(x)/K有分裂域 E，则 E是 f(x)/F 的分裂域。

接下来我们想要证明分裂域在同构意义下是唯一的。

引理 1.3

η : F → F ′ 是域同构，则存在唯一的同构 η̃ : F [x] ∼= F ′[x]。对不可约多项式 g[x] ∈
F [x], g′(x) = η̃(g(x)) ∈ F ′[x]，存在唯一的同构 η̄ : F [x]/(g(x)) ∼= F ′[x]/(g′(x)) 且下图是

交换的。

η : F F ′

η̃ : F [x] F ′[x]

η̄ : F [x]/(g(x)) F ′[x]/(g′(x))

∼=

∼=

∼=

引理 1.4

η : F → F ′ 是同构，E/F,E′/F ′ 是域扩张，E/F 的代数元 u 的极小多项式为 g(x)，令

g′(x) = η(g(x))，则存在 η′ : F (u)→ E′使得下图交换：

η : F F ′

η′ : F (u) E′

∼=

当且仅当 g′(x)在 E′中有根。这样的扩张的个数与 g′(x)在 E′中的根个数相同。
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1.4 分裂域 1 域

证明. “=⇒”：g(u) = 0，故 g′(η′(u)) = η(g(η′(u))) = 0，即 η′(u)是 g′(x)在 E′上的根。

“⇐=”：设 u′是 g′(x)的任一根，由引理 1.3知我们知道下图交换：

η : F F ′

η̄ : F (u) ∼= F [x]/(g(x)) F (u′) ∼= F [x]/(g′(x))

E′

∼=

∼=

η′

η̃与 η′有一一对应，故 η′存在且唯一。对于 g′(x)任一根对应的 η′均不同，故这样的扩

张的个数与 g′(x)在 E′中的根个数相同。

定理 1.11

η : F → F ′ 是同构，f(x) ∈ F [x], f ′(x) = η̃(f(x)) ∈ F ′[x]，E/F 和 E′/F ′ 分别是 f/F 与

f ′/F ′的分裂域，则有同构 E → E′使得下图交换：

F F ′

E E′

η

∼=

进一步，这样的扩张个数不超过 [E : F ]，取等当且仅当 f ′(x)在 E′中没有重根。

证明. 对 [E : F ]归纳。设 u ∈ F 的极小多项式为 f(x)的一个不可约因式 g(x)，degg ≥ 2。

由引理

# {同构ηu : F (u)→ F ′(u′)} = # {g′(x) = η̃(g(x))的根}

≤ degg = [F (u) : F ]

考虑 E 和 E′ 是 f(x)/F (u) 和 f ′(x)/F ′(u′) 的分裂域。由归纳假设，对任意 ηu 存在至多

[E : F (u)] 个扩张，取等当且仅当 f ′(x) ∈ F ′(u′)[x] 在 E′ 上无重根。故扩张的总数至多

[F (u) : F ][E : F (u)] = [E : F ]取等当且仅当 f ′在 E′上无重根。

F F ′

F (u) F ′(u′)

E E′

η

ηu

∼=

推论 1.5

E/F 是 f(x) ∈ F [x]的分裂域，则

|AutF (E)| ≤ [E : F ]

取等当且仅当 f(x)没有重根。
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1.4 分裂域 1 域

定理 1.7的证明. 存在性：考虑

R = F [{xf}f∈F [x]] =
⋃
n∈N+

∀{fi}n
i=1⊂F [x]

F [xf1 , · · · , xfn ]

设 I是由
{
f(xf )

∣∣∣f(x) ∈ F [x]}生成的理想。我们断言 I ̸= R，故可以取极大理想m ⊇ I。
事实上，若 I = R，则存在 g1, · · · , gn ∈ R, f1, · · · , fn ∈ F [x]使得

1 = g1 · f1(xf1) + · · ·+ gn · fn(xfn)

由 Kronecker’s theorem，存在域扩张 K/F 使得 fi(x)在 K 中有根 ai, i = 1, · · · , n，则我们取
xfi = ai就有 1 = g1 · f1(a1) + · · ·+ gn · fn(an) = 0，矛盾！

令 E1 = R/m是一个域，对 f(x) ∈ F [x], f(xf ) = 0 ∈ E1。故 E1是 F 的代数扩张，则任

意 f ∈ F 均有一根在 E1中。

继续这个过程，我们得到了一列代数扩张：

F → E1 → E2 → · · ·

令 E =
⋃∞
n=1Ei，则 E/F 是代数扩张。对任意 f(x) ∈ E[x]，设 f(x) ∈ En[x]，则 f 在

En+1 ⊂ E 中有根，即 E 是代数闭的，这表示 E 是 F 的一个代数闭包。

唯一性：设 F̄ /F, F̄ ′/F 是 F 两个代数闭包。定义

S =
{
(K,φK)

∣∣∣F̄ /K/F, φ : K → F̄ ′, φ|F = idF

}
首先 (F, idF ) ∈ S 故 S ̸= ∅。我们定义序关系 (K,φK) ≤ (K ′, φK′) 当且仅当 K ⊂

K ′ 且 φK = φK′ |K，这是一个偏序关系。对于升链 (K1, φK1
) ≤ (K2, φK2

) ≤ · · · 有上界
(∪Ki, lim

i→∞
φKi

)。由 Zorn引理，我们知道 S 中存在极大元 (E,φE)。

若 E ̸= F̄，取 u ∈ F̄ \ E，我们有下图交换：

E(u′) F̄ ′

E

φE

矛盾！故 E = F̄，我们有单射 φ : F̄ → F̄ ′，同样有单射 F̄ ′ → F̄，这表示 F̄ ∼= F̄ ′。

推论 1.6

设 τ : F → E，E 是代数封闭的，K/F 是代数扩张，则存在 φ : K → E 使得下图交换：

K E

F

φ

τ
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1.4 分裂域 1 域

推论 1.7

E = F (a1, · · · , an)是代数扩张，则
∣∣HomF (E, F̄ )

∣∣ ≤ [E : F ]取等当且仅当所有 ai 的极小多

项式 gi(x)都没有重根。

证明. 注意到 ∣∣HomF (F (a1), F̄ )
∣∣ = #

{
g1(x)在F̄中的根

}
≤ [F (a1) : F ]

取等当且仅当 g1(x)无重根。固定 η1 ∈ HomF (F (a1), F̄ )，同样有∣∣HomF (a1)(F (a1, a2), F̄ )
∣∣ ≤ [F (a1, a2) : F (a1)]

故
∣∣HomF (F (a1, a2), F̄ )

∣∣ ≤ [F (a1, a2) : F ]。继续下去就完成了证明。

F F̄

F (a1)

F (a1, a2)

...

E

η1

η2

η

11
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1.5 可分扩张

定义 1.14

域 F，f(x) ∈ F [x]称为可分多项式(separable polynomial)若 f(x)的每个不可约因子在 f(x)

的分裂域中均无重根。

定义 1.15

域扩张 E/F，代数元 u ∈ E 的极小多项式是可分多项式，则称 u是 F 上的可分元。

定义 1.16

若 E/F 是代数扩张且 E 中每个元都是 F 上的可分元，则称 E 是 F 上的可分扩张。

定理 1.12

若 E/F 是代数扩张，则如下命题等价：

• E/F 是可分扩张；

• E = F ({ai}i∈I)，其中 ai是 F 上的可分元；

• 若 [E : F ] <∞，我们有
∣∣HomF (E, F̄ )

∣∣ = [E : F ]。

证明. (1) =⇒ (2)是显然的。(2) =⇒ (3)由推论 1.7即得。
(3) =⇒ (1)：对于代数元 u的极小多项式 g(x)，我们有下图交换：

F F̄

F (u)

E

则 ∣∣HomF (E, F̄ )
∣∣ ≤ [E : F (u)] ·#

{
g(x)在F̄中的根

}
≤ [E : F ]

故

#
{
g(x)在F̄中的根

}
= [F (u) : F ]

即 g(x)无重根。

推论 1.8

若 E 是 f(x)的分裂域，则 E/F 是可分的⇐⇒ f(x)是可分的⇐⇒ AutF (E) = [E : F ]。

命题 1.4

域扩张 E/K/F，则 E/F 是可分的当且仅当 E/K,K/F 是可分的。
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1.5 可分扩张 1 域

证明. “=⇒”是显然的。
“⇐=”：∀u ∈ E，设 u在 K 上的极小多项式为 un + kn−1u

n−1 + · · ·+ k0 = 0。则 u在

F (k0, · · · , kn−1)上可分。注意到∣∣HomF (F (k0, · · · , kn−1), F̄ )
∣∣ = [F (u, k0, · · · , kn−1) : F (k0, · · · , kn−1)][F (k0, · · · , kn−1) : F ]

= [F (u, k0, · · · , kn−1) : F ]

故 F (u, k0, · · · , kn−1)是可分的，这表示 u是可分的，即 E/F 是可分的。

定义 1.17

域扩张 E/K/F,E/K ′/F，记K 和K ′的复合KK ′为包含K 和K ′的 E 的最小子域。

代数(可分)扩张的复合还是代数(可分)扩张。
我们想知道哪些多项式是可分的。

定义 1.18

设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F [x]，定义 f 的导数

f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1

当 charF = 0时，f ′(x) = 0⇐⇒ f(x) ∈ F；
当 charF = p时，f ′(x) = 0⇐⇒ f(x) = a0 + apx

p + a2px
2p + · · · = g(xp)。

定理 1.13

f(x) ∈ F [x]是可分的当且仅当 (f(x), f ′(x)) = 1。

推论 1.9

f ∈ F [x]是首一不可约多项式，则若 charF = 0，f(x)总是可分的；若 charF = p，f 可分

当且仅当 f(x) ̸= g(xp)，g(x) ∈ F [x]。

进而特征为零的域都是可分的，下面我们考虑特征为 p的域。我们在 F 上定义 Frobenius同态：
φ : a 7→ ap，记 F p = Imφ。

引理 1.5

xp − a是可约的当且仅当 a ∈ F p。

证明. 若 a ∈ F p，设 a = bp，则 xp − a = (x− b)p可约。
若 xp − a可约，设 xp − a = f(x)g(x)，考虑 xp − a的分裂域，则存在 b ∈ E，bp = a，

则 xp − a = (x− b)p ∈ E[x]，故 f(x) = (x− b)r ∈ E[x]，其中 0 < r < p。则 br ∈ F，由裴蜀
定理我们可以得到 b ∈ F，即 a ∈ F p。
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定义 1.19

一个域 F 上任一多项式都是可分多项式，则称 F 是完全域(complete)。

由推论 1.9我们知道特征为零的域都是完全域。而对于特征为 p的域，我们有如下定理：

定理 1.14

charF = p，则 F 是完全域当且仅当 F = F p。

证明. “=⇒”：若 F 是完全域，∀a ∈ F 且 a /∈ F p，考虑 f(x) = xp − a，由引理 1.5知 f 不

是可分的，矛盾！故 F = F p。

“⇐=”：若 F = F p 且 F 不是完全域，取不可分的不可约多项式 f，由推论 1.9 知
f(x) = g(xp) =

∑
aix

pi。由于 F = F p，ai = bpi，于是 f(x) = (
∑
bix

i)p，矛盾！

推论 1.10

有限域都是完备的。

证明. 由于 φ是单射，我们有 |F | ≤ |F p|，即 F = F p。

定义 1.20

域扩张 E/F，可以证明 E 中所有 F 上的可分元构成了 E 的一个子域，称为 F 在 E 中的可

分闭包(separable closure)，记为 F sep。

设 E/F 是代数扩张。若 charF = 0，显然 F sep = E。

若 charF = p，取 u ∈ E \ F sep，设 g(x)是 u的极小多项式。由推论 1.9我们有 g(x) = g1(x
p)，

g1(x)是 up的极小多项式。继续这个过程，若 up /∈ F sep，我们可以继续构造 g2(x)是 up
2

的极小多

项式。这个过程最终会停止，即 up
n ∈ F sep对某个 n > 0。

定义 1.21

设 E/F 是代数扩张，称 u ∈ E 是完全不可分的(purely inseparable)，若 up
n ∈ F 对某个

n > 0。 E/F 称为完全不可分的若 E 中每个元素都完全不可分。

由上面的讨论，E/F sep是完全不可分的。

设 E/F 是完全不可分的，取 u ∈ E \ F，设 u在 F 上的极小多项式为 g(x)，设 n是最小的正

整数满足 up
n ∈ F，则 u是 xp

n − upn ∈ F [x]的根，故 g(x) | xpn − upn。
注意到 xp

n − upn = (x− u)pn，故 g(x) = (x− u)m = xm − um对某个m，这表示 um ∈ F，进
而 u(m,p

n) ∈ F，由 n的取法知m = pn。

这表示若 E/F 是完全不可分的且 E ̸= F，则 E/F 是不可分的。

例 1.3

Zp(t1/p)/Zp(t)是完全不可分的。
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定义 1.22

E/F 是代数扩张，[F sep : F ]称作 E/F 的可分次数(separable degree)，[E : F sep]称作 E/F

的不可分次数(inseparable degree)。

命题 1.5

设 E/F 是有限扩张，则 [E : F sep] = pn 对某个 n ≥ 0。特别的，若 E/F 是完全不可分的，

F = F sep，故 [E : F ] = pn。

命题 1.6

若 E/K,K/F 是完全不可分扩张，则 E/F 是完全不可分扩张。

证明. 对任意 u ∈ E，存在m使得 up
m ∈ K，则存在 n使得 (up

m

)p
n ∈ F，即 up

m+n ∈ F，故
u是完全不可分的。

利用可分闭包我们可以推广定理 1.12：

命题 1.7

E/F 是有限扩张，则 ∣∣HomF (E, F̄ )
∣∣ = [F sep : F ]

证明. 即证对给定的 ψ : F sep → F̄，保持 F sep不变的扩张 φ : E → F̄ 是唯一的。

取 u ∈ E \ F sep，u是 xp
i − upi 的根。故 φ(u)是 xp

i − φ(upi) = xp
i − ψ(upi)的根。

由于 ψ(up
i

) ∈ F̄，故存在 v ∈ F̄ , vp
i

= ψ(up
i

)，则xp
i − ψ(up

i

) = (x − v)p
i

，这表明

φ(x) = v。更进一步的，因为 vp
i

1 − v
pi

2 = (v1 − v2)p
i

，故 v是唯一的。

F F̄

F sep

E

ψ

φ

推论 1.11

若 E/F 是完全不可分的，则
∣∣HomF (E, F̄ )

∣∣ = 1。
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1.6 正规扩张

引理 1.6

E/F 是 f(x) ∈ F [x]的分裂域，u ∈ E，g(x)是 u的极小多项式，则 g(x)在 E 上可分。

证明. 设K 是 g(x)在 E 上的分裂域，r ∈ K 是 g(x)的一个根。我们有下图交换：

F (u) E

F

F (r) E(r)

φ τ

这里 φ : F (u) → F (r), u 7→ r 是同构，注意到 E 是 f(x) 在 F (u)[x] 上的分裂域，E(r) 是

φ(f(x)) ∈ F (r)[x] 的分裂域，故由定理 1.11 存在同构 τ : E → E(r)。故 E(r) ∼= E，即

r ∈ E。

我们将分裂域推广：

定义 1.23

E/F 是代数扩张，E/F 称作正规扩张，若 F 上任意不可约多项式在 E中或者无根或者根都

在 E 中，则称 E 是 F 的正规扩张。

由引理 1.6我们知道所有的分裂域都是正规的。

定理 1.15

E/F 是代数扩张，则如下命题等价：

• E/F 是正规的；

• 对任意 τ ∈ HomF (E, F̄ )，τ(E) = E；

• 嵌入映射 EndF (E)→ HomF (E, F̄ )是一一对应的。

证明. (2)⇐⇒ (3)是显然的。

(1) =⇒ (2)：设 u ∈ E 的极小多项式为 g(x)，则 τ(g(u)) = g(τ(u)) = 0，故 τ(u)是 g(x)

的根。由于 E/F 是正规的，故 τ(u) ∈ E，进而 τ(E) ⊂ E，即 τ ∈ Hom(E/F )。由于 E/F

是代数的，由命题 1.3知 τ ∈ Aut(E/F )，即 τ(E) = E。

(2) =⇒ (1)：设 u ∈ E 的极小多项式为 g(x)，设 r 是 g(x) 的另外一根。我们有下图交

换：

F (u) E

F

F (r) F̄

φ τ
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这里 φ是同引理 1.6定义的同构，由于 E 是 F (u)的代数扩张且 F̄ 是 F (u)的代数闭包故 τ

存在。于是 τ(u) = φ(u) = r ∈ E，这表示 g(x)在 E 上分裂，即 E/F 是正规的。

推论 1.12

• E/K/F 是域扩张，若 E/F 是正规扩张，则 E/K 也是正规扩张。

• E/K/F,E/K ′/F 是域扩张，K/F,K ′/F 是正规扩张，则KK ′/F 也是正规扩张。

证明. (1)：由于 E/F 是正规的，由上定理对任意 τ ∈ HomF (E, F̄ ), τ(E) = E。因为

HomK(E, F̄ ) ⊂ HomF (E, F̄ )，再次利用上定理，E/K 是正规的。

(2)：注意到任意 τ ∈ HomF (KK
′, F̄ ), τ ⊂ HomF (K, F̄ )∩HomF (K

′, F̄ )，故 τ(K ′) = K ′，

进而 τ(KK ′) = KK ′，这表示 KK ′是正规的。

定理 1.16

• 一个有限扩张 E/F 是正规的当且仅当 E 是一个分裂域。

• 任一有限扩张被包含于一个正规扩张。

证明. (1)：“⇐=”由引理 1.6直接得出。“=⇒”：设 E = F (u1, · · · , un)，ui 的极小多项式是
gi(x)，则 E 是 g1(x) · · · gn(x)的分裂域。

(2)：设 E = F (u1, · · · , un)，则 E 被 g1(x) · · · gn(x)的分裂域包含，它是正规的。

定义 1.24

K/E/F 是代数扩张，称K 是 E/F 的正规闭包，若：

• K/F 是正规的。

• 若K/M/E 是域扩张且M/F 是正规的，则K =M。

命题 1.8

若 E/F 是有限扩张，设 E = F (u1, · · · , un)，ui的极小多项式是 gi(x)，则 E/F 的正规闭包

为 g1(x) · · · gn(x)的分裂域并且在 F -同构意义下是唯一的。

例 1.4

Q(
√
2)/Q,Q( 4

√
2)/Q(

√
2)是正规的，但是 Q( 4

√
2)/Q不是正规的，因为 x4 − 2在 Q中不可

约，x4−2在Q( 4
√
2)中有根但是不可分。由命题 1.8知Q( 4

√
2)/Q的正规闭包是Q( 4

√
2,
√
−1)

例 1.5

Q( 3
√
2, ω)/Q是 x3 − 2的分裂域，它是正规扩张，但是 Q( 3

√
2)/Q不是正规的，因为 x3 − 2

在其中有根但是不可分。

由上两例我们知道，域扩张E/K/F，若E/F 是正规的，K/F 不一定是正规的；若E/K,K/F
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是正规的，E/F 也不一定是正规的。这与正规子群的概念相似。我们将在后文中讲述这种相似的

原因。

定义 1.25

E/F 是有限正规域扩张， E/K/F 是域扩张，则 K/F 是正规的当且仅当 ∀σ ∈
Aut(E/F ), σ(K) = K。

证明. 证明同定理 1.15。
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1.7 Galois扩张

定义 1.26

一个有限正规可分域扩张 E/F 称为 Galois扩张。

由我们前文的讨论，可以知道 E/F 是 Galois扩张当且仅当它是一个可分多项式的分裂域。若
charF = 0，则 E/F 是 Galois扩张当且仅当它是分裂域。

命题 1.9

E/K/F 是有限扩张，若 E/F 是 Galois扩张，则 E/K 也是 Galois扩张。

定义 1.27

E/F 是域扩张，则 Aut(E/F )有自然群结构，称为 E/F 的 Galois群，记为 Gal(E/F )。

回忆，若 E/F 是 Galois扩张，则 |Gal(E/F )| = [E : F ]。更一般的，若 E/F 是分裂域，E =

F (u1, · · · , un)，则 ∀σ ∈ Gal(E/F ), σ(ui) ∈ {u1, · · · , un}，这表示我们有嵌入映射 Gal(E/F ) ↪→
Sn。

命题 1.10

若 E/F 是有限扩张，则 Gal(E/F )是有限的。

证明. 设 E = F (u1, · · · , un)，ui 的极小多项式是 gi(x)，则 ∀σ ∈ Gal(E/F )，σ(ui)是 gi(x)

的根，这样的选择是有限的。

定义 1.28

E 是域，G是 Aut(E)的有限子群。记

EG =
{
a ∈ E

∣∣∣σ(a) = a,∀σ ∈ G
}

易验证 EG是 E 的一个子域，称为 E 的 G不变子域(G-invariant subfield)。

定理 1.17

域扩张 E/F，则如下命题等价：

• E/F 是 Galois扩张；

• E 是 F 上某个可分多项式的分裂域；

• F = EG，其中 G是 Aut(E)的有限子群。

证明. (1) =⇒ (2)由定理 1.16即得。
(2) =⇒ (3)：我们来证 F = EG，其中 G = Gal(E/F )。我们先来证明如下引理：
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引理 1.7

E/F 是有限扩张，则

Gal(E/F ) = Gal(E/EGal(E/F ))

引理的证明. 一方面，F ⊆ EGal(E/F )，故 Gal(E/F ) ⊇ Gal(E/EGal(E/F ))。

另一方面，∀σ ∈ Gal(E/F )，由定义 σ|EGal(E/F ) = id，则 σ ∈ Gal(E/EGal(E/F ))，

这表示 Gal(E/F ) ⊆ Gal(E/EGal(E/F ))。

一方面我们显然有 F ⊆ EG。另一方面，由上述引理 Gal(E/EG) = Gal(E/F )。因为

E/F 是可分的，|Gal(E/F )| = [E : F ]，故
∣∣Gal(E/EG)

∣∣ = [E : F ]。因为 E/EG/F 是域扩

张，E/F 是可分的，我们有 E/EG是可分的，这表示
∣∣Gal(E/EG)

∣∣ = [E : EG]。

综上 EG = F。

(3) =⇒ (1)：我们先来证明如下引理：

引理 1.8 (Artin)

E 是域，G是 Aut(E)的有限子群，则 [E : EG] ≤ |G|。

引理的证明.

由该引理，[E : F ] = [E : EG] ≤ |G| <∞。
∀u ∈ E 的极小多项式 g(x)，需要证明 g(x)在 E 中分裂且没有重根。设 u1, · · · , un ∈ E

是 g(x)的所有不同根。令 u = u1, f(x) = (x− u1) · · · (x− un)。
注意到对 ∀σ ∈ G, σ(g(x)) = g(x)，故 σ({u1, · · · , un}) = {u1, · · · , un}，这表示

σ(f(x)) = f(x)。由于 F = EG，我们有 f(x) ∈ F [x]。g(x)在 F 上可分，故只能 f = g，即

g(x)在 E 上可分且没有重根。

推论 1.13

若 G ≤ Aut(E)，则 Gal(E/EG) = G且 [E : EG] = |G|。

证明. 由定理 1.17 ，E/EG 是 Galois 扩张，故 [E : EG] = Gal(E/EG)。由 Artin’s lemma
[E : EG] ≤ G，但 G ⊆ (E/EG)，故 G = Gal(E/EG)。

推论 1.14

E/F 是 Galois扩张当且仅当 F = EGal(E/F )。

证明. 令 G = Gal(E/F )。一方面若 F = EG，由定理 1.17 E/F 是 Galois扩张。另一方面，
若 E/F 是 Galois扩张，[E : F ] = |G| = [E : EG]，故 F = EG。
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推论 1.15

E/F 是有限扩张，则 |Gal(E/F )| | [E : F ]，取等当且仅当 E/F 是 Galois扩张。

证明. E/EGal(E/F )/F 是域扩张，故

|Gal(E/F )| = [E : F ]

[EGal(E/F ) : F ]

取等当且仅当 EGal(E/F ) = F，即E/F 是 Galois扩张。

例 1.6

• 考虑 Galois 扩张 Q(
√
2)/Q， 则

∣∣Gal(Q(
√
2)/Q)

∣∣ = [Q(
√
2)/Q] = 2， 故

Gal(Q(
√
2)/Q) ∼= C2，这两个元素分别是 η1 = id和 η2 :

√
2→ −

√
2。

• Gal(Q( 3
√
2)/Q)是平凡群，即必须有 η( 3

√
2) = 3

√
2。

• 令 ω = e2πi/3，则 x3−2的分裂域Q( 3
√
2, ω)/Q是Galois扩张。我们有 [Q( 3

√
2, ω) : Q] =

6。注意到任意 η ∈ Gal(Q( 3
√
2, ω)/Q)是 3

√
2, 3
√
2ω, 3
√
2ω2，故 Gal(Q( 3

√
2, ω)/Q) ∼= S3。

• 考虑 (x2 − 3)(x2 − 2)的分裂域 Q(
√
2,
√
3)/Q是 Galois扩张，且 [Q(

√
2,
√
3) : Q] = 4。

这四个元素是 η :
√
2→ ±

√
2,
√
3→ ±

√
3，故 Gal(Q(

√
2,
√
3)/Q) ∼= C2 × C2。

• 考虑 F = Zp(t)，f(x) = xp − t 是不可分且不可约的，故 f(x) 的分裂域 E/F 不是

Galois的/事实上若 u ∈ E，f(u) = 0，则 f(x) = (x− u)p，这表示任意 η，η(u) = u且

E = F (u)，这表示 Gal(E/F )是平凡群。
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1.8 Galois对应

给定域扩张 E/F，G = Gal(E/F )，令 Σ =
{
H
∣∣∣H ≤ G}，Ω =

{
K
∣∣∣E/K/F}。定义 φ : Σ →

Ω, H 7→ EH，ϕ : Ω→ Σ,K 7→ Gal(E/K)。我们有如下基础推论：

• 若 H1 ⊂ H2，则 EH1 ⊃ EH2；

• 若K1 ⊂ K2，则 Gal(E/K1) ⊃ Gal(E/K2)；

• H ⊂ Gal(E/EH)；

• K ⊂ EGal(E/K)。

现在我们来介绍伽罗瓦理论基本定理(the fundamental theorem of Galois correspondence)

定理 1.18

E/F 是 Galois扩张，则如下命题成立：

• φ, ϕ互为逆映射，即 H = Gal(E/EH),K = EGal(E/K)；

• H1 ⊂ H2当且仅当 EH2 ⊂ EH1；

• |H| = [E : EH ], [G : H] = [EH : F ]；

• H ◁G当且仅当 EH/F 是正规扩张，这时还有 Gal(EH/F ) ∼= G/H。

证明. (1)利用推论 1.14和推论 1.15。
(2)由(1)显然。

(3)由推论 1.14得|H| = [E : EH ]。进而

[G : H] =
|G|
|H|

=
[E : F ]

[E : EH ]
= [EH : F ]

(4) 回忆 K/F 是正规的当且仅当 ∀η ∈ Gal(E/F ), η(K) = K。H 是正规子群当且仅当

∀η ∈ Gal(E/F ), ηHη−1 = H，这等价于 EηHη−1

= EH，注意到：

x ∈ EηHη−1

⇐⇒ ηHη−1x = x
x=η(y)⇐⇒ Hy = y ⇐⇒ y ∈ EH ⇐⇒ x ∈ η(EH)⇒ EηHη−1

= η(EH)

故 H 正规⇐⇒ ∀η ∈ Gal(E/F ), η(EH) = EH ⇐⇒ EH/F 是正规的。

接下来考虑 ψ : G→ Gal(EH/F ), η 7→ η|EH。由于 η(EH) = EH 故是良定义的。kerψ =

Gal(E/EH) = H。因为 EH/F 是 Galois扩张，[G : H] = [EH/F ] = Gal(EH/F )，故 ψ是满

射，进而 G/H ∼= Gal(EH/F )，我们完成了证明。

推论 1.16

E/F 是有限可分扩张，则 E 是单扩张。

证明. 设 E = F (u1, · · · , un)，ui的极小多项式是 gi(x)，考虑 g1(x) · · · gn(x)的分裂域 E′，则

E ⊂ E′，且 E′/F 是 Galois扩张。由 Galois对应，E′/F 有有限的子域，则 E/F 也只有有限

的子域。回忆Steinitz’s theorem，我们完成了证明。
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1.8 Galois对应 1 域

E′ 被称为 E/F 的 Galois闭包(Galois closure)。事实上，类似正规闭包的定义，我们可以对任
一可分扩张 E/F 定义 Galois闭包。

推论 1.17 (代数基本定理)

C是代数闭的。

证明. ∀f(x) ∈ C[x]，设 g(x) = f(x)f̄(x)R[x]，我们只需证 g有一根。

设 g 的分裂域为 E，则 E/R 是 Galois 扩张。设 n = [E : R]，我们来证明 n = 1 或

2。由 Sylow 定理，取 2-Sylow 子群 H ≤ Gal(E/R)。由于 [G : H] = [EH : R] 是奇数，故
EH = R(α)，其中 α 的极小多项式次数为奇数，即 α ∈ R，这表示 EH = R，故 H = G，

|G| = 2k。由于

G ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gk = 1

故

R
deg2
⊂ EG1

deg2
⊂ · · ·

deg2
⊂ EGk = E

所以

C ∼= EGk = EG2 = · · · = E

即 g(x)在 C上分裂，故 C是代数闭的。

命题 1.11

设 E/K,K/F 是 Galois扩张，则有如下命题成立：

• EK/F 是 Galois扩张；

• Gal(EK/K)
φ→ Gal(E/E ∩K)是同构，且 [EK : E ∩K] = [EK : E][EK : K]；

• Gal(EK/F )
ϕ→ Gal(E/F )×Gal(K/F )是单射。当 F = E ∩K 时是同构。

证明. (1)：EK/F 是一个可分多项式的分裂域。

(2)：η ∈ Gal(EK/K)。若 η ∈ kerφ，则 η|E = id，进而 η|EK = id，即 φ是单射。

EImφ = E ∩K推出 Imφ = Gal(E/E ∩K)。

a ∈ E ⊂ EK, Imφ(a) = a⇐⇒ a ∈ EKGal(EK/K) = K ⇐⇒ a ∈ E ∩K

故 [EK : E ∩K] = [E : E ∩K][K : E ∩K] = [EK : K][EK : E]

(3)：η ∈ kerϕ, η|E , η|K = id，故 η|EK = id，即 ϕ是单射。

若 F = E ∩K 则 ϕ是两个相同指数的有限集之间的单射，即 ϕ是满射。
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1.9 有限域

定理 1.19

∀n > 0，存在同构意义下唯一的域 F 满足 |F | = pn

证明. 若 |F | = pn，则 ∀a ∈ F，apn = a，故 xp
n − x在 F 上可分，即 F 是 xp

n − x/Zp 的分
裂域，自然在同构意义下唯一。

下面我们来证明 |F | = pn。由于
∂(xp

n − x)
∂x

= −1，故 xp
n − x在 F 上无重根。记 K 是

f 在 F 中的所有根，则 |K| = pn。考虑 Frobenius自同构 φ，则K = Fφ
n

是 F 的子域，即K

是指数为 pn的域。

Problem 1.1
可以通过计算得到 Zp[x]上的 n次多项式中有不可约多项式

推论 1.18

E/F 是有限域的扩张，则 E/F 是 Galois扩张。

证明. E/F 是分裂域，由于 F 有限，故 F p = F，即 F 是完全域，进而 E/F 是 Galois扩张。

定理 1.20

E/F 是有限域，|F | = q, [E : F ] = m，则 Gal(E/F ) ∼= Zm，即 Gal(E/F )由 Frobenius映射
η生成。

证明. E∗ ∼= Zqm−1，设 a 是 E∗ 的生成元，aq
m−1 = 1。设 n = |η|，则 ηn(a) = a，即

aq
n−1 = 1，故 qn − 1 ≥ qm − 1，即 n ≥ m。但 n ≤ m，只能 n = m。即 Gal(E/F ) =< η >。

推论 1.19

|E| = pn，E/F，|F | = pm，则m | n。

推论 1.20

|E| = pn，m | n，则存在指数 pm的子域 F ↪→ E，进而存在 F [x]中的
n

m
次不可约多项式
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1.10 分圆域

定义 1.29

n ∈ Z>0，x
n − 1在 F 上的分裂域称为 n次分圆域(cyclotomic field)。

记 µn 是 xn − 1 所有根的集合。若 charF ∤ n，则 |µn| = n 且 µn 是 F 的一个子群，进而

µn ∼= Zn。

定义 1.30

µn的生成元称为本原单位根(primitive roots of unity)。

设 ξ 是本原单位根，E = F (ξ)。取 η ∈ Gal(E/F )，η 由 η(ξ) 决定。于是我们有单同态：

ϕ : Gal(E/F )→ Aut(µn) ∼= Aut(Zn)，由于 Aut(Zn)是 Abel群，故 Gal(E/F )也是 Abel群。于是
我们有如下命题：

命题 1.12

E/F 是 n次分圆域，则 Gal(E/F )是 Abel群。

定义 1.31

E/F 是 Galois扩张，若 Gal(E/F )是 Abel/循环群，则称 E/F 为 Abel/循环扩张。

设 F = Q，E 是 F 上的 n次分圆域，我们想要计算 [E : F ]。

首先 E = F (ξn)，其中 ξn = e2πi/n，令

φn(x) =
∏

(k,n)=1
1≤k≤n−1

(x− ξkn)

我们来证明 φn(x)是不可约整系数多项式。

注意到

xn − 1 =
∏
d|n

∏
(k,nd )

1≤k≤n
d −1

(x− ξdkn ) =
∏
d|n

φn
d
(x) =

∏
d|n

φd(x)

对任意 η ∈ Gal(E/F )，η(φn(x)) = φ(x)，故 φn(x) ∈ Q[x]。

由于

xn − 1 = φn(x)
∏

d|n,d<n

φd(x)

故我们可以通过归纳证明 φn(x) ∈ Z[x]。

定理 1.21

φn(x)在 Q[x]中不可约。

证明. 由于 φn(x)是首一的，因此等价于证明在 Z[x]中不可约。
设 φn(x) = f(x)g(x)，其中 f, g ∈ Z[x]，且 f(ξn) = 0，f 不可约。
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我们来证明对于任意素数 p ̸= n，f(ξpn) = 0。若不然，g(ξpn) = 0，令 h(x) = g(xp)，则

h(x) ∈ Z[x]有一根 ξn，因此 f(x) | h(x)。
考虑自然映射 Z[x] → Zp[x]，则 h̄(x) = ḡ(x) = (ḡ(x))p，且 f̄(x) | (ḡ(x))p。于是 φ̄n(x)

在 f̄(x)的分裂域中有重根。但是 φ̄n(x)
′ = nxn−1与 φ̄n(x)互素，矛盾！

将证明中的 ξn换成 ξpn同样成立，于是我们可以得到对任意 (k, n) = 1，f(ξkn) = 0，这表

明 degf ≥ φ(n) = degφn，故 f = φn即 φn是不可约的。

由该定理我们可以得到 [E : F ] = [Q(ξn) : Q] = φ(n)。

例 1.7

考虑 G = Gal(Q( 5
√
2, ξ5)/Q)，首先

[E : Q] = [Q(
5
√
2, ξ5) : Q(ξ5)][Q(ξ5) : Q] = 5[Q(

5
√
2, ξ5) : Q(ξ5)]

同样也有

[E : Q] = 4[Q(
5
√
2, ξ5) : Q(

5
√
2)]

因此 |G| ≥ 20。注意到 [Q( 5
√
2, ξ5) : Q(ξ5)] ≤ 4，故 |G| = 20。

由于 |Gal(E/Q(ξ5))| = 5，故 Gal(E/Q(ξ5) ∼= Z5 ≤ G.
由于

∣∣Gal(E/Q( 5
√
2))

∣∣ = 4，故 Gal(E/Q( 5
√
2) ∼= Z4 ≤ G。

利用 Sylow定理 Z5 ◁G且我们有 Z4 ∩ Z5 = e，因此 G ∼= Z5 ⋊ Z4。
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1.11 Kummer理论

在本节中，我们设 F 是一个包含 xn − 1的 n个不同根的域。

命题 1.13

E = F (α)，其中 αn ∈ F ∗，则 E/F 是m次分圆域，其中m是 αn在 F ∗/(F ∗)n中的阶。

证明. 设 (αn)m = 1̄ ∈ F ∗/(F ∗)n，则 αmn = an，其中 a ∈ F，故 αm = aξin ∈ F。
若 0 < m′ < m,αm

′ ∈ F ∗，则 (αm
′
)n ∈ (F ∗)n，即 αm

′
= 1̄ ∈ F ∗/(F ∗)n，这与 αn 的阶

是m矛盾。于是m是最小的正整数使得 αm ∈ F ∗。

设 α在 F 中的极小多项式为 g(x)，则 g(x) | xm − αm，因此 g(x) =
∏
i∈I(x− ξinα)，其

中 I ⊂ {0, 1, · · · ,m− 1}。进而
∏
i∈I(ξ

i
nα) ∈ F ∗，即 αdegg = α|I| ∈ F ∗。这推出 degg = m，

即 |Gal(E/F )| = [E : F ] = m。

设 φ : Gal(E/F )→ µm, η 7→ η(α)/α，已验证良定义且 φ是单同态。由于 |Gal(E/F )| =
|µm|，我们有 Gal(E/F ) ∼= µm是一个指数为 m的循环群。

定义 1.32

若 E = F (α), αn ∈ F，则称 E/F 是单根式扩张(simple radical extension)。

定理 1.22 (Kummer’s theorem)

E/F 是有限 Galois扩张且 Gal(E/F )是 n阶循环群，则 E = F (α), αn ∈ F。

证明. 设 η是 Gal(E/F )的生成元，设

α =
n−1∑
i=1

ξinη
i(β), β ∈ E

我们先来证明可以取 β ∈ E 使得 α ̸= 0，为此需要如下引理：

引理 1.9 (Dedekind)

域 F，σ1, · · · , σn ∈ Aut(F )，若 ci ∈ F 使得
n∑
i=1

ciσi = 0，则 ci = 0,∀i。

引理的证明. 取最小的 n使得结论不成立。则对任意 a, x ∈ F，

a
n∑
i=1

ciσi(x) =
n∑
i=1

ciσi(ax) = 0

进而
n∑
i=2

ci(σi(a)− σ1(a))σi(x) = 0

由于 n是最小的，因此对任一 ci ̸= 0都有对应的 σi = σ1，矛盾！
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1.11 Kummer理论 1 域

由引理我们取 β ∈ E 使得 α ̸= 0，则 η(α) = ξ−1
n α ̸= α。由于 α /∈ F 且 η(αn) = αn，

由 Galois 对应 αn ∈ F。考虑 E/F (α)，由于 ηi(α) = ξ−in α，我们有 Gal(E/F (α)) = id。由

Galois对应，E = F (α)。

推论 1.21

有如下一一对应：

{
n次分圆扩张(F̄ /)E/F

}
↔ {F ∗/(F ∗)n阶为 n的子群}

证明. 设 C = ⟨α⟩，其中 α ∈ F ∗/(F ∗)n 阶为 n，由命题 1.13可知 E( n
√
α)/F 是 n次分圆域。

由Kummer’s theorem知这是一个满射。
若 F (α) = F (β)，我们来证明 ⟨ᾱn⟩ =

〈
β̄n

〉
。设 a = αn, b = βn，则 a, b 在 F ∗/(F ∗)n

中阶均为 n。考虑 Gal(F (α)/F )，设 η 是生成元，则 η(α)/α, η(β)/β 都是本原单位根。令

η(α) = ξinα，则 ηj(α) = ξijn α，这表示 ξin 也是本原的。故
η(α)
α

= (η(β)
β

)k，其中 (k, n) = 1，

进而 (̄a) = (̄b)k，这表示 ⟨ᾱn⟩ =
〈
β̄n

〉
。

定义 1.33

一个有限 Abel扩张 E/F 称作 Kummer扩张，若 Gal(E/F )的指数整除 n，其中指数是其所

有元素阶的最小公倍数。

定理 1.23

E/F 是 Kummer扩张当且仅当 E = F ( n
√
a1, · · · , n

√
ar)。

证明. “⇐=”：若 E = F ( n
√
a1, · · · , n

√
ar)则我们有自然单射：

Gal(E/F ) ↪→ Gal(F ( n
√
a1)/F )× · · · ×Gal(F ( n

√
ar)/F )

且对每个 k，Gal(F ( n
√
ak)/F )均为指数整除 n的循环群，这表示 E/F 是 Kummer扩张。

“=⇒”：设 E/F 是 Kummer扩张，且 Gal(E/F ) ∼= C1 × · · · × Cr。
令 Hi =

∏
j ̸=iCj，则 Hi ◁Gal(E/F )，由 Galois对应 EHi/F 是 Galois扩张且

Gal(EHi/F ) ∼= Gal(E/F )/Hi
∼= Ci

由上定理 EHi = F ( n
√
ai)，其中 ai ∈ F ∗。

最后我们需要证明 E = EH1 · · ·EHr，我们考虑 r = 2的情形，EH1 ∩ EH2 = F，故

[EH1EH2 : F ] = [EH1 : F ][EH2 : F ] = |H1| |H2| = |Gal(E/F )| = [E : F ]

这表示 E = EH1EH2。一般情形可由归纳证明。
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1.12 根式可解性

定义 1.34

有限扩张 E/F 称为根式扩张(radical extension)，若存在一个根塔(root tower)：F = F1 ⊂
F2 ⊂ · · · ⊂ Fr = E，其中 Fi+1 = Fi(di), d

ni

i ∈ F。

我们有如下基本推论：

命题 1.14

E/K/F,E/K ′/F 是域扩张，

• 若 E/F 是根式扩张，则 E/K 也是根式扩张；

• 若 E/K,K/F 是根式扩张，则 E/F 是根式扩张；

• 若K/F,K ′/F 是根式扩张，则KK ′/F 是根式扩张；

• 若 charF = 0，E/F 是根式扩张，则 E/F 的正规闭包是根式扩张。

证明. 我们给出 (4)的证明。设我们有根塔 F ⊂ F (d1) ⊂ · · · ⊂ F (d1, · · · , dr) = E，E/F 的

正规闭包是K。

设 Aut(K/F ) = δ1 = id, δ2, · · · , δn，考虑K 的子域

K ′ =
⋃

δ∈Aut(K/F )

δ(E) =
⋃
i,j

F (δi(dj))

则K ′是 Aut(K/F )−不变的，故K ′/F 是正规的，这表示 K = K ′。于是我们有根塔：

F ⊂ F (d1) ⊂ F (d1, δ2(d1)) ⊂ · · · ⊂ F (d1, δ2(d1), · · · , δn(d1)) ≜ F1

⊂ F1(d2) ⊂ F1(d2, δ2(d2)) ⊂ · · · ⊂ F1(d2, δ2(d2), · · · , δn(d2)) ≜ F2

⊂ · · ·

⊂ Fn = K

故K/F 是根式扩张。

定义 1.35

设 charF = 0，f(x) 是 F 上的首一多项式。等式 f(x) = 0 称作根式可解的(solvable by
radicals)，若存在根式扩张 E/F，E 包含了 f(x)的分裂域。

定义 1.36

设 Ef 是 f(x)/F 的分裂域，则 Gal(Ef/F )称为 f(x)的 Galois群，记为 GF (f)。

定理 1.24 (Galois’s criterion)

f(x) = 0根式可解当且仅当 GF (f)可解。
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回忆：我们称一个群是可解的当且仅当有正规子列：

{1} = G0 ◁G1 ◁ · · ·◁Gr = G

使 Gi/Gi−1是 Abel的。由于简单 Abel群是素数阶循环群，因此假设 Gi/Gi−1是素数阶循环群。

注意到 Gi/Gi−1 是 Abel 群当且仅当 Gi−1 包含 [Gi, Gi] =
〈
[a, b] = aba−1b−1

∣∣∣a, b ∈ Gi〉。设
G(0) = G,G(i) = [G(i−1), G(i−1)]，则 Gr−i ⊃ G(i)。由于 [G : G] ◁G，故 G可解当且仅当 G(r) = 1

对某个 r成立。

回忆如下结论：

• 可解群的子群/商群是可解的；

• 非交换单群是不可解的。

引理 1.10

域扩张K/F，f(x) ∈ F [x]，则 GK(f) ≤ GF (f)。

证明. 设 f(x)/F 的分裂域为 Ef,F，f(x)/K 的分裂域为 Ef,K。考虑映射 φ : GK(f) →
GF (f), η 7→ η|Ef,F

，由于 η在 F 上不变且将 f 根的集合映到自身，故该 φ是良定义的且是同

态。

若 η|Ef,F
= id，注意到 η|K = id，我们有 η = id，故 φ是单射。

接下来我们来证明 Galois判别定理(Galois’s criterion)。

证明. “⇐=”：设 GF (f) 是可解的。令 E 是 f(x)/F 的分裂域， [E : F ] = n。考虑

E(ξn)/F (ξn)，其为 f(x)(xn − 1) 的分裂域。由上引理，Gal(E(ξn)/F (ξn)) 是 Gal(E/F ) 的

子群，而 Gal(E/F )是可解的，设

{1} = G0 ◁G1 ◁ · · ·◁Gr = Gal(E(ξn)/F (ξn))

由 Galois对应我们有

F ⊂ F (ξn) = E(ξn)
Gr ⊂ · · · ⊂ E(ξn)

G1 ⊂ E(ξn)

是正规扩张。再由 Galois对应有

Gal(E(ξn)
Gi−1/E(ξn)

Gi) = Gi/Gi−1

是循环群，由Kummer’s theorem，E(ξn)
Gi−1/E(ξn)

Gi 是单根式扩张，进而上式为根塔，于是

得到 E(ξn)/F 是根式扩张。

“=⇒”：设我们有根塔 F ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fr ⊂ K，其中 E ⊂ K。由引理 1.10我们可以将
K 换成其正规闭包，故不妨K/F 是正规的。则

F ⊂ F (ξn) ⊂ F1(ξn) ⊂ · · · ⊂ Fr(ξn) ⊂ K(ξn)

是根塔，由命题 1.13，Fi(ξn)/Fi−1(ξn)是分圆扩张。
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回忆我们已经证明 F (ξn)/F 是 Abel扩张，故我们有

Gal(K(ξn)/F )▷Gal(K(ξn)/F1(ξn))▷ · · ·▷Gal(K(ξn)/Fr(ξn))▷ {1}

利用 Galois对应，

Gal(K(ξn)/Fi(ξn))/Gal(K(ξn)/Fi+1(ξn)) ∼= Gal(Fi+1(ξn)/Fi(ξn))

是循环群。故 Gal(K(ξn)/F )是可解的，因此其子群 Gal(K/F )也是可解的。

推论 1.22

考虑 f(x) ∈ Q[x],degf = n不可约。

• GF (f) ≤ Sn，特别的，n ≤ 4时 f(x) = 0根式可解。

• n ≥ 5是素数，f 恰有两个非实根，GF (f) ∼= Sn，此时 f(x) = 0根式不可解。

证明. (1)利用 Sn可解当且仅当 n ≤ 4即证。

(2) n | |GF (f)|，则存在 a ∈ GF (f)阶为 n，故 a = (12 · · ·n)是 n−循环。
τ : C→ C, z 7→ z̄，则τ ∈ GF (f)，故 τ = (ij)，进而 ⟨a, τ⟩ = Sn，即 GF (f) = Sn。

例 1.8

f(x) = x5 − 5x+ 2 ∈ Q[x]，容易验证 f(x)不可约且有三个根，由上推论知根式不可解。

考虑 f(x) = xn − s1xn−1 + s2x
n−2 − · · · + (−1)nsn，令 x1, · · · , xn 为 f(x)的根。由韦达定理

我们知

s1 =
∑

xi, s2 =
∑
i<j

xixj , · · · , sn =
∏

xi

考虑 Sn ↷ F [x1, · · · , xn]，si 在 Sn 作用下不变。si 被称为初等对称多项式。则 F [x1, · · · , xn]Sn 是

所有对称多项式。

我们有同构 F [y1, · · · , yn] ∼= F [x1, · · · , xn]Sn , yi 7→ si。

定理 1.25

F = Q(s1, · · · , sn)，则 GF (f) ∼= Sn

证明. 设 x1, · · · , xn是 f(x)的根，则 EF (f) = F (x1, ·, xn)。
∀σ ∈ Sn，我们希望 xi → xσ(i)是 EF (f)的一个自同构。我们先证明 {xi}代数独立。
若不然存在 g ∈ F [y1, · · · , yn], g(x1, · · · , xn) = 0，令 h =

∏
σ∈Sn

σ(g) ∈ F [y1, · · · , yn]Sn，

其中 σ(g) = g(yσ(1), · · · , yσ(n))，故 h = h′(sy1, · · · , syn)，由 h(x1, · · · , xn) = 0 得

h′(s1, · · · , sn) = 0矛盾！
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1.12 根式可解性 1 域

推论 1.23 (Abel-Ruffini)

当 n ≥ 5时，Q上的 n次多项式不可解。
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2 交换代数

2.1 环和理想

定义 2.1

(R,+, ·)称为环(ring)，若满足：

• (R,+)是交换群(这样R有零元素，记为0)

• (xy)z = x(yz)

• x(y + z) = xy + xz

• (y + z)x = yz + zx

• xy = yx

• ∃1 ∈ R,∀x ∈ R, x1 = 1x = x

定义 2.2

R的子集称为子环(subring)，若它对 R中的加法与乘法也构成环。

R的子群 I 称为理想(ideal)，若满足 ∀a ∈ R, x ∈ I, ax ∈ R。

考虑 {Ii}i∈J 是 R的所有理想，则 ∩i∈JIi也是 R的理想。

定义 2.3

定义
∑

i∈J Ii =
{∑

i∈J′ ai

∣∣∣ai ∈ Ii, J ′ ⊂ J有限
}
。

I1 · I2 =
{
aibj

∣∣∣ai ∈ I1, bj ∈ I2}。
R, I 为理想，R/I =

{
ā = a+ I

∣∣∣a ∈ R}称为 R模 I 的商环。

定义 2.4

对 x ∈ R：

• 称为零因子(zero divisor)若存在 y ̸= 0 ∈ R使 xy = 0。

• 称为幂零的(nilotent)若存在 n使得 xn = 0。

• 称为单位(unit)若存在 y ∈ R使得 xy = 1。

环称为整环(integral domain)，若没有非零零因子。

定义 2.5

由单位生成的理想称为单位理想(unit ideal)。
由一个元生成的理想称为主理想(principal ideal)。
一个理想称为环 R的极大理想，若它不被包含于任一其他 R的理想。

一个理想 p称为素理想，若 xy ∈ p能推出 x ∈ p或 y ∈ p。
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命题 2.1

I 是素理想⇐⇒ R/I 是整环。

例 2.1

k[x]的理想均形如 (f(x))。

定理 2.1

任一非零理想、非单位理想、非单位元都包含于某一极大理想。

定义 2.6

所有幂零元构成的理想称作幂零根(nilradical)。
所有极大理想的交称作Jacobson根(Jacobson radical)。

定理 2.2

幂零根等于所有素理想的交。

Jacb(R)是所有满足 ∀r ∈ R, 1− ar可逆的 a构成的集合。

定义 2.7

(I : J) =
{
x ∈ R

∣∣∣xJ ⊂ I} 称为商理想。(0 : J) 称作 J 的零化理想(annihilator)，记作
Ann(J)。特别的，若 J = (x)，简记 (I : J) = (I : x)。

r(I) =
{
x ∈ R

∣∣∣xn ∈ I, n > 0
}
称作 I 的根(radical)。

例 2.2⋃
0̸=x∈R

Ann(x) = {R的零因子}。 r(I) =
⋂

I⊂p prime

p。
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2.2 模

定义 2.8

设R是一个交换环，M是一个交换群，µ : R×M →M，我们把µ(r, x)写作rx，若：

• a(x+ y) = ax+ by，

• (a+ b)x = ax+ bx，

• (ab)x = a(bx)，

• 1x = x。

则称M 为R-模(R-module)。
M 的子群称作子模(submodule)若M 也是 R-模。

定义 2.9

两个 R-模 M,N 之间的映射 f : M → N 称为同态(homomorphism)，若满足 f(x + y) =

f(x) + f(y), f(ax) = af(x),∀a ∈ R。
称 f 是同构(isomorphism)若存在同态 g : N →M 满足 f ◦ g = idN , g ◦ f = idM。

kerf = f−1(0)是M 的子模。

cokerf = N/Imf 是 R-模。
HomR(M,N)为所有同态 f :M → N 构成的集合，也是一个 R-模

定义 2.10

{Mi}i∈S 是M 的一列子模，定义

∑
i∈S

Mi =

{∑
i∈S′

xi

∣∣∣xi ∈Mi, S
′ ⊂ S有限

}

称M 是 {Mi}i∈S 的直和若每个元素表示方法唯一，记作M =
⊕
i∈S

Mi。

定义 2.11

M 是自由的若M =
⊕
i∈S

Mi且Mi
∼= R

称M 是有限生成的若M =
∑

1≤i≤n

R · xi, xi ∈M。

定义 2.12

若M 是有限生成自由模，则M ∼= R⊕n且 n唯一，n称为这个自由模的维数(rank)。

命题 2.2

M 有限生成⇐⇒存在 R⊕n ↠M ⇐⇒M 是 R⊕n的商模。
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定义 2.13

M 是 R-模，I 是 R的理想，定义 IM =
{∑n

i=1 aixi

∣∣∣ai ∈ I, xi ∈M}
。

N,N ′ 是M 的子模，定义 (N ′ : N) =
{
x ∈ R

∣∣∣x ·N ⊂ N ′
}
是 R的一个理想，(0 : N)记作

Ann(N)。

定义 2.14

称M 是忠实的(faithful)若 Ann(M) = 0。

M 在 R/Ann(M)是忠实的。

命题 2.3 (Cayley-Hamilton)

M 是有限生成 R-模，ϕ ∈ HomR(M,M)，ϕ(M) ⊂ I ·M，则存在 ai ∈ I 使得

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0 ∈ HomR(M,M)

证明. 设M 生成元 x1, · · · , xn，M =
∑
R · xi，则 ϕ(xi) =

∑
j ai,jxj , ai,j ∈ I，则∑

j

(ai,j − δi,jϕ)xj = 0

进而 (ai,j − δi,jϕ)n×n


x1
...
xn

 = 0，故 detA(xi) = 0。

若 IM =M，取 ϕ = idM，则存在 a ∈ I, (1 + a)M = 0。

引理 2.1 (Nakayama)

M 是有限生成模，理想 I ⊂ Jacb(R)。若 IM = M 则M = 0。更一般的，对M 的子模 N，

若M = N + IM 则M = N。

证明. 存在 a ∈ I，(1 + a)M = 0，由于 1 + a是单位，故M = 0。

对第二个结论，我们有 I(M/N) = (IM +N)/N =M/N。

推论 2.1

环 R，有限生成 R-模 M，x1, · · · , xn ∈ M 满足 R/m ↷ M/mM =
∑
R · x̄i，则 M =∑

Rxi。

证明. N =
∑

iRxi，则M = N +mM，由 Nakayama引理知成立。
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定义 2.15

环 R 称为局部的(local)若它仅有一个极大理想 m，进而 R \ m中均是单位元，R/m称为 R

的剩余类域(residue field)。

推论 2.2

R是局部环，M 是有限生成 R−模，则我们可以将M/mM 看成 R/m−模，这是一个向量空
间。若这个向量空间的基是 x1, · · · , xn，则 {xi}生成M。

证明. 设 N 是由 {xi} 生成的子模，则 N → M/mM 是满射，这表示 N + mM = M，由

Nakayama引理知 N =M。

推论 2.3

R是局部环，M = 0当且仅当M/mM = 0。M → N 是满射当且仅当M/mM → N/mN 是

满射。

2.2.1 正合性

定义 2.16

一个 R-模和 R-同态的序列

· · · →Mi−1
fi−→Mi

fi+1−→Mi+1 → · · ·

叫做在Mi处正合(exact)，若 Im(fi) = Ker(fi+1)。

• 0→M ′ →M →M ′′ → 0称作短正合列；

• 0→M ′ →M →M ′′称作左正合列；

• M ′ →M →M ′′ → 0称作右正合列。

例 2.3

• 0→M ′ f−→M 是正合的当且仅当 f 是单射；

• M g−→M ′′ → 0是正合的当且仅当 f 是满射；

• · · · →Mi−1
fi−→Mi

fi+1−→Mi+1 → · · ·

是正合的当且仅当 0→ Imfi →Mi → Kerfi+1 → 0是正合的。

定义 2.17

正合列 0→M ′ f→M
g→M ′′ → 0称为分裂的(split)，若存在 h :M ′′ →M 使得 g◦h = idM。

注意到 f, h都是单射，故M ′,M ′′可视作M 的子模且由 g ◦ f = 0有M ′ ∩M ′′ = {0}。对任意
x ∈M，x = h(g(x)) + (x− h(g(x)) ∈M ′′ +M ′，故M =M ′ ⊕M ′′。
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命题 2.4

(1)M ′ →M →M ′′ → 0是正合的当且仅当对任意 R−模 N，有

0→ Hom(M ′′, N)→ Hom(M,N)→ Hom(M ′, N)

是正合的。

(2) 0→ N ′ → N → N ′′是正合的当且仅当对任意 R−模 N 有

0→ Hom(M,N ′′)→ Hom(M,N)→ Hom(M,N ′)

是正合的。

证明. 我们只证明 (1)，(2)是类似的。

设M ′ → M → M ′′ → 0是正合的。若M → M ′′ → N 是零的，由于M → M ′ 是满射，

故M ′′ → N 是零。于是 Hom(M ′′, N)→ Hom(M,N)是单射。

若 f :M → N ∈ Im(Hom(M ′′, N)→ Hom(M,N))，则 (M ′ →M → N) = (M ′ →M →
M ′′ → N) = 0，故 f ∈ Ker(Hom(M,N)→ Hom(M ′, N))。

另一方面若 (M ′ → M → N) = 0，由于 M ′′ ∼= M/Im(M ′ → M)，故存在自然映射

M ′′ → N, (M → N) = (M →M ′′ → N)，故M → N ∈ Im(Hom(M ′′, N)→ Hom(M,N))。

反过来是类似的，读者自证不难。

命题 2.5 (Snake lemma)

0 kerf ′ kerf kerf ′′

0 M ′ M M ′′ 0

0 N ′ N N ′′ 0

cokerf ′ cokerf cokerf ′′ 0

f ′ f f ′′δ

是交换图。则存在正合列

0→ kerf ′ → kerf → kerf ′′ δ→ cokerf ′ → cokerf → cokerf ′′ → 0

其中 δ称为边缘同态(boundary homomorphism)。

证明. 我们这样给出 δ：对任意 x′′ ∈ M，f ′′(x′′) = 0，我们取 x ∈ M，(M → M ′′)(x) = x′′，

则 f(x) ∈ ker(N → N ′′)，故存在唯一的 x′ ∈ N ′, x′ → f(x)。令 δ(x′′) = x′ ∈ cokerf ′，容易

验证良定义，且 kerf → kerf ′′ δ→ cokerf ′ → cokerf 正合
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定义 2.18

设 S 是一些 R−模构成的集合，λ : S → Z称为可加的(additive)若对任意正合列 0 → M ′ →
M →M ′′ → 0有 λ(M) = λ(M ′) + λ(M ′′)。

例 2.4

若 R是域，则 λ(M) = dimR(M)是可加的。

引理 2.2

设 0→M0 →M1 → · · · →Mn → 0是正合的，Mi ∈ S，λ在 S 上可加，则

n∑
i=0

(−1)iλ(Mi) = 0

证明. 0→ Imfi →Mi → Imfi+1 → 0是正合的，故 λ(Mi) = λ(Imfi) + λ(Imfi+1)。

2.2.2 张量积

定义 2.19

M,N,P 是 R−模，f : M × N → P 称为 R−双线性的(R−bilinear)，若任意 x ∈ M，

N → P, y 7→ f(x, y)是 R−线性的且任意 y ∈ N，M → P, x 7→ f(x, y)是 R−线性的。

若 f 是 R−双线性的，则如下元素均为零：

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y) , (x, y + y′)− (x, y)− (x, y′) , (ax, y)− a (x, y) , (x, ay)− a (x, y) (1)

定义 2.20

M,N 是 R−模，C =
⊕

(x,y)∈M×N R · (x, y)，D ⊂ C 由 (∗)生成。称 C/D为 M 与 N 的张

量积，记作M ⊗N。

命题 2.6 (Universal property)

存在双线性映射 g :M×N →M⊗N, (x, y) 7→ x⊗y使得对任意双线性映射 f :M×N → P，

存在唯一的 R-线性映射 h使下图交换：

M ×N P

M ⊗N

g

f

h

证明. 对任意映射 f :M ×N → P，我们有 f ′ : C → P,
∑
axy(x, y) 7→

∑
axyf(x, y)，则 f 是

双线性的当且仅当 kerf ′ ⊃ D。故若 f 是双线性的，则存在唯一的 h，f ′ = h ◦ π，其中 π 是

投影映射 C →M ⊗N = C/D，则 f = h ◦ g。
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C

M ×N P

M ⊗N

f ′

π

g

f

h

由此命题我们可以有如下张量积的定义：

定义 2.21

M,N 的张量积 T 是由双线性映射 g : M ×N → T 定义的模，对任意 f : M ×N → P 存在

唯一的线性映射 f ′ : T → P, f = f ′ ◦ g。

张量积的唯一性. 若我们有两个不同的张量积 T1 和 T2 与对应的双线性映射 g1, g2，由上定义

存在 h1 : T1 → T2, g2 = h1 ◦ g1与 h2 : T2 → T1, g1 = h2 ◦ g2。则 g2 = h1 ◦ g1 = h1 ◦h2 ◦ g2。由
于 h1 ◦ h2 : T2 → T2是线性的，由唯一性 h1 ◦ h2 = idT2

。同理 h2 ◦ h1 = idT1
，故 T1

∼= T2。

T1

M ×N

T2

h1

g2

g1

h2

由Universal property，我们可以定义M1, · · · ,Mn的张量积，由多线性映射 g :M1×· · ·×Mn →
M1 ⊗ · · · ⊗Mn, (x1, · · · , xn) 7→ x1 ⊗ · · · ⊗ xn定义，对任意多线性映射 f :M1 × · · · ×Mn → P，存

在唯一的 R-线性映射 h使下图交换：

M1 × · · · ×Mn P

M1 ⊗ · · · ⊗Mn

g

f

h

设M 由 {xi}i∈S 生成，N 由 {yi}i∈S′ 生成，则∑
ax,y(x, y) =

∑
ax,y(

∑
bixi,

∑
cjyj) =

∑
ax,y

∑
bicjxi ⊗ yj

即M⊗由 {xi ⊗ yj}生成。于是有如下推论：

推论 2.4

若M,N 有限生成，则M ⊗N 也有限生成。
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例 2.5

将 Zm ⊗ Zn看成 Z−模。我们来证 Zm ⊗ Zn ∼= Z(m,n)。

令 d = (m,n)，Zm ⊗ Zn 由 1 ⊗ 1生成，m(1 ⊗ 1) = m ⊗ 1 = 0, n(1 ⊗ 1) = 1 ⊗ n = 0，故

d(1⊗ 1) = 0。令 f : Zm × Zn → Zd, (a, b) 7→ ab，这是双线性的，故由 Universal property存
在满射 h : Zm ⊗ Zn → Zd。这同时也是单射因为 d(1⊗ 1) = 0。

例 2.6

设M,N 分别为 m,n维自由模且

M =
n⊕
i=1

Rxi, N =
m⊕
j=1

Ryj

令 A =
⊕n

i=1

⊕m
j=1Rxi ⊗ yj。

考虑 f :M ×N → A, (
∑
aixi,

∑
bjyj) 7→

∑
aibj(xi ⊗ yj)，这是双线性的，故我们可以构造

f ′ :M ⊗N → A, f ′ = f ◦ g。
另一方面我们自然有h : A→M⊗N, xi⊗yj 7→ xi⊗yj。可以验证 f ′◦h = idA, h◦f ′ = idM⊗N，

故M ⊗N ∼= A是一个mn维的自由模。

例 2.7

2⊗ 1 ∈ Z⊗ Z2，2⊗ 1 = 2 · · · 1⊗ 1 = 1⊗ 2 · · · 1 = 0，但在 2Z⊗ Z2中 2⊗ 1 ̸= 0。

故若M ′ ⊂M,N ′ ⊂ N，不一定有M ′ ⊗N ′ ⊂M ⊗N。
另一方面，若

∑
x⊗ y = 0 ∈M ′ ⊗N ′，则

∑
x⊗ y = 0 ∈M ⊗N。

命题 2.7

M,N,P 是 R−模，则有如下命题成立：

• M ⊗N ∼= N ⊗M

• (M ⊗N)⊗ P ∼=M ⊗ (N ⊗ P ) ∼=M ⊗N ⊗ P

• (M ⊕N)⊗ P ∼= (M ⊗ P )⊕ (N ⊗ P )

证明. 这些同构分别由如下映射给出：

• x⊗ y 7→ y ⊗ x；

• (x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y ⊗ z) 7→ x⊗ y ⊗ z；

• (x, y)⊗ z 7→ (x⊗ z, y ⊗ z)。

设M 是 R−模，N 是 R,R′−双模(满足 (ax)b = a(xb))，P 是 R′−模，则

(M ⊗R N)⊗R′ P ∼=M ⊗R N ⊗R′ P

是 R,R′−双模
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命题 2.8

同态 f :M →M ′, g : N → N ′则

f ⊗ g : M ⊗N M ′ ⊗N ′

M ×N

x⊗y
f(x)⊗g(y)

设 N 是 R−模，在范畴论中我们有函子

Cat of R-module−→ Cat of R-module

M M ⊗N

M ′ M ′ ⊗N

f f⊗id

设 φ : R → R′ 是环同态，则在 R′ 上定义 ra = φ(r)a 则是一个 R−模。对任意 R′−模 M ′，

定义 ra = φ(r)a 则是一个 R−模，这称为纯量限制(restriction of scalars)。对任意 R−模 M，在

M ⊗R R′上定义 r(a⊗ x) = a⊗ rx则是一个 R′−模，这称为纯量扩张(extension of scalars)。

命题 2.9

• 若M ′在 R′上有限生成，R′在 R上有限生成，则M ′在 R上有限生成；

• 若M 在 R上有限生成，则M ⊗R R′在 R′上有限生成。

2.2.3 张量积的正合性

命题 2.10

M ′ →M →M ′′ → 0正合，对任一 R−模 N 都有

M ′ ⊗N →M ⊗N →M ′′ ⊗N → 0

正合。

推论 2.5

由于 I → R→ R/I → 0正合，故任意 R−模 M，I ⊗M → R⊗M → R/I ⊗M → 0正合。

注意到 R⊗M ∼=M，I ⊗M ∼= IM，故(R/I)⊗M ∼=M/IM。

特别的令M = R/J，则 R/I ⊗R/J ∼= R/I + J。

引理 2.3

M,N,P 是 R−模，则 HomR(M ⊗N,P ) ∼= HomR(M,HomR(N,P ))

证明. 下述两个映射互为逆映射：

ϕ :
f :M ⊗N → P 7→M → HomR(N,P )

x 7→ y 7→ f(x⊗ y)
, φ :

g :M → HomR(N,P ) 7→M ⊗N → P

x⊗ y 7→ g(x)(y)
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命题2.10的证明. 由命题2.4我们希望

0→ Hom(M ′′ ⊗N,P )→ Hom(M ⊗N,P )→ Hom(M ′ ⊗N,P )

对任意 P 都正合，而由上述引理这等价于

0→ Hom(M ′′,Hom(N,P ))→ Hom(M,Hom(N,P ))→ Hom(M ′,Hom(N,P ))

正合，再次利用命题2.4我们完成了证明。

定义 2.22

一个 R−模 M 是平坦的(flat)，若对任意正合列

· · · →Mi−1 →Mi →Mi+1 → · · ·

有

· · · →M ⊗Mi−1 →M ⊗Mi →M ⊗Mi+1 → · · ·

也是正合的。

例 2.8

自由模是平坦的，任意有限生成平坦 Z−模都是自由的。

命题 2.11

下述命题等价：

• M 是平坦的；

• 任意正合列 0→ N ′ → N → N ′′ → 0，0→ N ′ ⊗M → N ⊗M → N ′′ ⊗M → 0正合。

• 任意正合列 0→ N ′ → N，0→ N ′ ⊗M → N ⊗M 正合。

• 任意有限生成模 N,N ′，若 0→ N ′ → N 正合，则 0→ N ′ ⊗M → N ⊗M 正合。

证明. (1) =⇒ (2)是显然的。

(2) =⇒ (1)：回忆若有正合列 Ni−1
fi−→ Ni

fi+1−→ Ni+1，则

0→ Imfi → Ni → Imfi+1 → 0

也是正合的，进而 0 → Imfi ⊗M → Ni ⊗M → Imfi+1 ⊗M → 0 正合。我们有自然映射

Imfi+1 → Ni与 Ni → Imfi，故s

ker(fi+1 ⊗ idM ) = ker(Ni ⊗M → Imfi+1 ⊗M) = Im(Imfi ⊗M → Ni ⊗M) = Im(fi ⊗ idM )
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0 0

Imfi+1

Ni−1 Ni Ni+1

Imfi

0 0

fi fi+1

(2)⇐⇒ (3)由命题2.10是显然的。
(3) =⇒ (4)是显然的。

(4) =⇒ (3)：设M ′ → M 是单射，我们来证明 f ⊗ 1 : M ′ ⊗N → M ⊗N 也是单射。取
x ∈ ker(f ⊗ 1)，x =

∑n
i=1 xi⊗ yi，则 (f ⊗ 1)(x) =

∑n
i=1 f(xi)⊗ yi = 0。取 M̃ ′由 x1, · · · , xn

生成，M̃ 由 f(x1), · · · , f(xn)生成，则我们有单射 f
∣∣∣
M̃ ′

: M̃ ′ → M̃，且 (f̃ ⊗ 1)(x) = 0，即

x = 0 ∈ M̃ ′ ⊗N，即 x = 0 ∈M ′ ⊗N，于是我们完成了证明。

命题 2.12

若M 是 R上的平坦模，则M ⊗R R′是 R′上的平坦模。

证明. 由 Ni ⊗R′ (R′ ⊗RM) ∼= Ni ⊗RM 即得。

定义 2.23

环 R′由同态 f : R→ R′给出的 R−模结构称为一个 R上的代数。
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2.3 局部化

定义 2.24

给定环 R，乘性子集 S ⊂ R使得 1 ∈ S且若 a, b ∈ S则 ab ∈ S。我们定义 R× S上的等价关
系：(a, s) (b, t)↔ ∃u ∈ S, (at− bs)u = 0。由该等价关系导出的等价类记为 S−1R称为 R对

S 的分式环(ring of fractions)。

我们记 (a, s)为 a
s
，分式环的结构由

a

s
+
a′

s′
=
as′ + a′s

ss′
,
a

s
· a

′

s′
=
aa′

ss′

给出，单位为 1
1
，零元为 0

S
。

例 2.9

• 若 R是整环，取 S = R \ 0，则 S−1R称为 R的分式域。

• 设 p 是 R 的素理想，取 S = R \ p 是乘性子集，我们称 Rp = S−1R 是在 p 的局部

化(localization)，且 I =
{
x
s

∣∣∣x ∈ p, s ∈ S
}
是 Rp 的唯一极大理想，且 Rp/I ∼= R/p 是

域。

• f ∈ R,S = {1, f, f2, · · · }，则 S−1R =
{

a
fn

∣∣∣a ∈ R,n ≥ 0
}
，记为 Rf。

我们有自然同态 l : R→ S−1R, x 7→ x
1
。

命题 2.13 (Universal property)

设同态 f : R → R′ 满足任意 s ∈ S, f(s)均为单位，则存在唯一的同态 g : S−1R → R′ 使得

f = g ◦ l。

S−1R R′

R

g

l
f

证明. 若 g存在，则必须有 g(a
s
)g(s) = g(a) = f(a)，故 g(a

s
) = f(a)f−1(s)。

现在我们检验 g 是良定义的，即若 u(as′ − a′s) = 0，则 g(a
s
) = g(a

′

s′
)。这是因为 0 =

f(u(as′ − a′s)) = f(u)(f(a)f(s′)− f(a′)f(s)) = 0且 f(u)是单位，故 f(a)f(s′) = f(a′)f(s)，

即 f(a)f−1(s) = f(a′)f−1(s)。同态是容易验证的。
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推论 2.6

设同态 f : R→ R′，若有：

• ∀s ∈ S，f(s)是单位；

• 若 f(a) = 0，则存在 s ∈ S, as = 0；

• R′可以写成 f(a)f−1(s)，其中 a ∈ R, s ∈ S。

则 R′ ∼= S−1R。

类似的，设 M 是一个 R−模，S 是 R 的乘性子集，我们可以定义 M × S 上的等价关系：

(a, s) (b, t)←→ ∃u ∈ S, (at− bs)u = 0，则 S−1M 是该等价关系导出的等价类，可以将 S−1M 看作

一个 S−1R−模。

命题 2.14

设 f : M → N 是一个 R−模同态，则 f 诱导了一个同态 S−1f : S−1M → S−1N。更进一步

地，若 g : P →M 是同态，则 S−1f ◦ S−1g = S−1(f ◦ g)。

证明. 定义 S−1f : a
s
→ f(a)

s
。我们来检验 S−1f 是良定义的：若 a

s
= b

t
，则 ∃u ∈ S, (at −

bs)u = 0，故 (f(a)t− f(b)s)u = 0，进而 f(a)
s

= f(b)
t
∈ S−1N。

注：S−1是一个 R−模范畴映到自身的函子。

命题 2.15

若M ′ f→M
g→M ′′是正合的，则S−1M ′ S

−1f→ S−1M
S−1g→ S−1M ′′是正合的。特别的，若M ′

是M 的子模，则 S−1M ′是 S−1M 的子模。

证明. 首先 S−1g ◦ S−1f = S−1(f ◦ g) = 0，故 ImS−1f ⊂ kerS−1g。

另一方面，设 a
s
∈ kerS−1g, g(a)

s
= 0 ∈ S−1M ′′，则存在 u ∈ S, g(a)u = 0，即 g(ua) =

0 ∈M ′′。由正合性，ua = f(b), b ∈M ′，则 a
s
= au

su
= f(b)

su
= S−1f( b

su
) ∈ ImS−1f。

推论 2.7

设 N,P 是M 的子模，则：

• S−1(N + P ) = S−1N + S−1P；

• S−1(N ∩ P ) = S−1N ∩ S−1P；

• S−1(M/N) ∼= S−1M/S−1N；

• S−1(I · J) = S−1I · S−1J，其中 I, J 是 R的理想。

命题 2.16

设 R−模 M，则作为 S−1R−模，S−1M ∼=M ⊗R S−1R。特别的，S−1R是平坦 R−模。
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证明. 定义 φ : M × S−1R → S−1M, (m, a
s
) 7→ am

s
是 R−双线性的，故存在 R−同态 f :

M ⊗R S−1R→ S−1M,m⊗ a
s
7→ am

s
，这显然是满射。下证这是单射。

取
∑
ai ⊗ xi

si
∈M ⊗R S−1R。令 s =

∏
si，则

∑
ai ⊗

xi
si

=
∑

aixi ⊗
1

si
= (

∑
aixi

s

si
)⊗ 1

s
:= a⊗ a⊗ 1

s

a ⊗ 1
s
∈ kerf ⇐⇒ a

s
= 0 ∈ S−1M ⇐⇒ ∃u ∈ S, ua = 0，则 a ⊗ 1

s
= ua ⊗ 1

us
= 0，故 f 是单

射。

推论 2.8

S−1M ⊗S−1R S
−1N ∼= S−1(M ⊗R N)

证明. 由上命题我们有

S−1M ⊗S−1R S
−1N ∼=M ⊗R S−1R⊗S−1R S

−1N ∼=M ⊗R S−1N

S−1(M ⊗R N) ∼=M ⊗R N ⊗R S−1R ∼=M ⊗R S−1N
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2.3.1 局部性质

本节我们讨论模的局部性质：

命题 2.17

M 是一个 R−模，则如下命题等价：

• M = 0；

• 对任意素理想 p，Mp = 0；

• 对任意极大理想 m，Mm = 0。

证明. 只需证 (3) =⇒ (1)。设M ̸= 0，取 0 ̸= a ∈ M，则 Ann(a)是 R的真理想，故存在极

大理想 m ⊃ Ann(a)。由于 a
1
̸= 0故Mm ̸= 0，矛盾！

命题 2.18

设 f :M → N 是 R−模同态，则如下命题等价：

• f 是单(满)射；

• 对任意素理想 p，fp :Mp → Np是单(满)射；

• 对任意极大理想 m，fm :Mm → Nm是单(满)射；

证明. 我们只证明单射的情形。
注意到 0 → kerf → M → N 是正合的，故 0 → (kerf)p → Mp → Np 是正合的，即

(kerf)p = kerfp。由上命题知 kerf = 0⇐⇒ ∀p, (kerf)p = 0⇐⇒ ∀p, kerfp = 0。

命题 2.19

设M 是一个 R−模，则如下条件等价：

• M 在 R上平坦；

• 对任意素理想 p，Mp在 Rp上平坦；

• 对任意极大理想 m，Mm在 Rm上平坦。

证明. 利用 N ⊗Rp
Mp
∼= N ⊗Rp

Rp ⊗RM ∼= N ⊗RM 即得。

2.3.2 理想的局限和扩张

我们来考虑分式环中的理想。

f : R→ R′ 是环同态。I 是 R的理想，则 f(I)生成一个 R′ 的理想，称为 I 的扩张，记为 Ie；

J 是 R′的理想，则 f−1(J)是 R的一个理想，称为 J 的局限，记为 Jc。容易验证如下性质：
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引理 2.4

Iec ⊃ I, Iece = Ie; Jce ⊂ J, Jcec = Jc。

由此引理，我们有：

C := {R的局限理想} =
{
I
∣∣∣I = Iec

}

E := {R′的扩张理想} =
{
J
∣∣∣J = Jec

}
且两者有一一对应。

回忆：对于分式环，我们有自然同态 l : R→ S−1R, x 7→ x
1
。

命题 2.20

我们有如下命题：

• I 是 R的理想，则 Ie = S−1I ⊂ S−1R；

• S−1R任一理想 J 均为扩张理想，即 Jce = J；

• I 是 R的理想，则 Iec = ∪s∈S(I : s)；

• Ie = (1)⇐⇒ I ∩ S ̸= ∅‘

• I 是局限理想当且仅当 S 中元素均非 R/I 的零因子；

• S−1R的素理想和R中与 S不交的素理想有一一对应。特别的，Rp的素理想与R中包

含 p的素理想有一一对应。

• S−1对理想的有限和、积、交、根交换。

证明. (1) x ∈ Ie ⇐⇒ x =
∑

ai
si
, ai ∈ I, si ∈ S ⇐⇒ x = a

s
, a ∈ I, s ∈ S，即 x ∈ S−1I

(2) x
s
∈ J =⇒ x

1
∈ J =⇒ x ∈ Jc → x

s
∈ Jce。又 Jce ⊃ J，故 J = Jce。

(3) x ∈ Iec ⇐⇒ x
1
∈ Ie = S−1I ⇐⇒ ∃a ∈ I, s ∈ S, x

1
= a

s
，即 ∃u ∈ S, u(xs− a) = 0，故

xus = au ∈ I，即 ∃us ∈ S, x ∈ (I : us)

(4) 1 ∈ Iec ⇐⇒ ∃s ∈ S, 1 ∈ (I : s)，即 I ∩ S ̸= ∅。
(5) I 是局限⇐⇒ I = Iec ⇐⇒ I ⊃ Iec，即(由(3))∀xs ∈ I，我们有 x ∈ I，即 ∀x̄s̄ = 0 ∈

R/I，x̄ = 0 ∈ R/I，即 s不是 R/I 中的零因子。

(6) 一方面，若 q 是 S−1R 中的素理想，则 ∀ab ∈ qc， a
1
b
1
∈ q，故 a

1
∈ q 或 b

1
∈ q，即

a ∈ qc或 b ∈ qc，这表明 qc是素理想，且由 (2)和 (4)知 qc ∩ S = ∅。
另一方面，若 p ∩ S = ∅是 S 中的素理想，则 S−1R/S−1p ∼= S−1(R/p)是整环，由于若

a
s
b
t
= 0，则存在 u ∈ S, uab = 0 ∈ R/p，且由于 p ∩ S = ∅，故 u ̸= 0，这表明 ab = 0，进而

a = 0或 b = 0，故 pe = S−1p是素理想。

(7)推论2.7中已证明前三者。我们来证明 S−1(r(I)) = r(S−1(I))。

回忆，我们有 r(I) = ∩I⊂pp，故 S−1(r(I)) = ∩I⊂pS
−1p。又 S−1p包含了所有 S−1R的

素理想，故 S−1(r(I)) ⊂ r(S−1I)。

另一方面，若 x
s
/∈ S−1(r(I))，则存在素理想 q ⊃ I, x /∈ q，即 x

s
/∈ S−1q，则 q ∩ S = ∅，

且 x
a
/∈ r(S−1I)。
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推论 2.9

设 f : R → R′ 是环同态，p 是 R 的素理想，则 p 是 R′ 中一个素理想的局限当且仅当

pec = p。

证明. 只需证“⇐=”。
令 S = R \ p，f(S)是乘性子集，我们有同态 l : R′ → f(S)−1R′。令 q′是 pe在 f(S)−1R

的扩张。由于 pec = p，pe ∩S = ∅，我们有 q′ ̸= (1) ∈ f(S)−1R′。设m是包含 q′的极大理想，

令 q = l−1(m)，则 q是素理想，q ⊃ pe，q∩f(S) = ∅，故 qc ⊃ p且 qc∩S = ∅即 qc = p。
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2.4 整相关性

定义 2.25

R ⊂ R′, x ∈ R′在 R上整(integral over R)，若 x是 R上某个首一多项式的根。

例 2.10

R中的元素都是 R上的整元，Q中在 Z上的整元为 Z。

例 2.11

域 F 上的代数元是整元。

命题 2.21

设 R ⊂ R′，如下命题等价：

• x ∈ R′在 R上整；

• R[x]是有限生成 R−模；

• R[x]被包含于 R′的子环，它是有限生成 R−模；

• 存在忠实的 R[x]−模 M 是有限生成 R−模。

证明. (1) =⇒ (2)：设 xn+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0 = 0，则R[x]由 {1, x, · · · , xn−1}生成。

(2) =⇒ (3) =⇒ (4)是显然的。

(4) =⇒ (1)：由于 xM ⊂ M，由 Caylay-Hamilton 定理，存在 a0, · · · , an−1 ∈ R，使得

(xn+ an−1x
n−1 + · · ·+ a0)M = 0。由于M 是忠实的，故 xn+ an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0。

推论 2.10

R′中在 R上整的元素构成了 R′的一个子环。

证明. 首先我们先证明如下引理：

引理 2.5

M 在 B 上有限生成，B 是有限生成 R−模，则M 在 R上有限生成。

Lemma’s proof. 若 M 在 B 上由 {a1, · · · , an} 有限生成，B 由 {b1, · · · , bm} 有限生成，
则M 在 R上由 {aibj}有限生成。

推论 2.11

a1, · · · , an在 R上整，则 R[a1, · · · , an]是有限生成 R−模。

由上结论，若 x, y 是整的，则 R[x + y], R[xy]被包含于 R[x, y] ⊂ R′，故 x + y, xy 也是

整的。
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定义 2.26

R ⊂ R′，R′中的整元构成的环 A称为 R在 R′中的整闭包(integral closure)。若 A = R则称

R在 R′中整闭的(integrally closed)，若 A = R′则称 R′在 R上整(integral over R)

定义 2.27

f : R → R′ 称为整的(integral)，若 R′ 在 f(R) 上是整的，这时候我们称 R′ 是整R−代
数(integral R-algebra)。

注：回忆：我们称 R′ 是有限类的(finite type)若存在 x1, · · · , xn ∈ f(R)，R′ 中任一元素可以被

写成 x1, · · · , xm 的多项式，称 R′ 是有限的(finite)若它是有限生成 R−模。若 R′ 是整的且是有限类

的，设 xi的极小多项式的次数为 di，则 R′由
{
xkii

}
ki≤di−1

生成，故 R′是有限的。反过来，若 R′

是有限的，由上命题 R′是整的。因此：

finite type + integral = finite

命题 2.22

设 R ⊂ R′，R′在 R上整，则如下命题成立：

• 设 J 是 R′中理想，I = Jc = J ∩R，则 R′/J 在 R/I 上整；

• 设 S 是 R中乘性子集，则 S−1R′在 S−1R上整。

推论 2.12

设 R ⊂ R′ ⊂ R′′，R′在 R上整，R′′在 R′上整，则 R′′在 R上整。

证明. 设 x ∈ R′′, xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0，ai ∈ R′ 在 R上整。故 R[a0, · · · , an−1]是有

限生成 R−模，故 x在 R[a0, · · · , an−1]上整，R[x, a0, · · · , an−1]在 R[a0, · · · , an−1]上有限生

成，进而 R[x, ai]在 R[a0, · · · , an−1]上有限生成，故 x在 R上整。

推论 2.13

R ⊂ R′，S 是 R的乘性子集。设 A是 R的整闭包，则 S−1A是 S−1R的整闭包。

证明. 首先我们有 S−1A在 S−1R上是整的。取 x
s
∈ S−1R′是整的，则有

(
x

s
)n +

an−1

sn−1

(
x

s
)n−1 + · · ·+ a0

s0
= 0

其中 ai ∈ R。两边乘 (s · s1 · · · sn)n有：

(x · s1 · · · sn)n + a1 · sn−1(x · s1 · · · sn)n−1 + · · ·+ an
s
· (s · s1 · · · sn)n = 0

这表明 x · s1 · · · sn在 R上整故属于 A，进而 x
s
= x·s1···sn

s·s1···sn ∈ S
−1A。
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2.4.1 上升/下降定理

定理 2.3 (上升定理)

R ⊂ R′，R′ 在 R上整。设 I 是 R的理想，p ⊂ R是包含 I 的素理想。I ′ 是 R′ 的理想满足

I ′ ∩R = I。则存在 p′是 R′的素理想满足 p′ ∩R = p。

为证明该定理，我们先证明若干结论。

命题 2.23

R ⊂ R′是整环，R′在 R上整，则 R是域⇐⇒ R′是域。

证明. “=⇒”：设 x ̸= 0 ∈ R′，有 xn+ an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0，不妨 a0 ̸= 0，则 x · (xn−1 +

an−1x
n−2 + · · ·+ a1)(−a0)−1 = 1，故 x−1 ∈ R′，进而 R′是域。

“⇐=”：设 x ∈ R，则 x−1 ∈ R′，有 x−n + an−1x
−n+1 + · · · + a0 = 0，故 x−1 =

−an−1 − an−2x− · · · − a0xn−1 ∈ R，进而 R是域。

推论 2.14

R ⊂ R′，R′在 R上整，p′是 R′的素理想，p = p′ ∩R是 R的素理想。则 p′是 R′的极大理

想⇐⇒ p是 R 的极大理想。更进一步的，若 R′ 的素理想 q′ 包含 p′，p′ ∩ R = q′ ∩ R = p，

则 p′ = q′。

证明. 第一个部分由命题 2.22和命题 2.23推出。
对于第二个部分，设 S = R\p, S−1R = Rp。设 n, p′′分别是 p, p′的扩张。回忆 n是 S−1R

的极大理想，故 p′′ 是极大的。类似的，设 q′′ 是 q′ 的扩张，则 q′′ 也是极大的且 q′′ ⊃ p′′，故

p′′ = q′′，由命题 2.20知 p′ = q′。

R R′

Rp S−1R′

推论 2.15

R ⊂ R′，R′在 R上整，p是 R的素理想，则存在 R′的素理想 p′，p′ ∩R = p。

证明. 同样考虑 S = R \ p，令 n是 S−1R′ 的极大理想，由上推论我们有 m = n ∩ S−1R是极

大的。注意到 S−1R是局部环且其极大理想为 S−1p，故 m = S−1p。取 p为 n的局限即有素

理想 p′满足 p′ ∩R = p。

proof of going-up. 回忆 R′/I ′ 在 R/I 上整，p̄是 R/I 的素理想。由上推论存在 R′/I ′ 中的素

理想 p′，p′ ∩R/I = p。我们提升 p′至 p′ ⊂ R′，则 p′是素理想，p′ ⊃ I ′，p′ ∩R = p。
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R R′

R/I R′/I ′

定义 2.28

设 R是整环，K 是 R的分式域，则 R称为整闭的若 R在K 中整闭。

例 2.12

UFD是整闭的。

整闭是一种局部性质：

命题 2.24

R是整环，则如下命题等价：

• R是整闭的；

• 对任意素理想 p，Rp是整闭的；

• 对任意极大理想 m，Rm是整闭的。

证明. 设K是R的分式域，A ⊂ K是R在K中的整闭包。由命题 2.22，Ap是Rp在Kp = K

中的整闭包。R是整闭的当且仅当 f : A → R是满射；Rp 是整闭的当且仅当 fp 是满射。结

合命题 2.18即证。

定义 2.29

对理想 I ⊂ R ⊂ R′，x ∈ R′称为在 I上整(integral over I)，若存在 ai ∈ I满足 xn+a1x
n−1+

· · ·+ an = 0。这样的元素构成了 I 的一个整闭包(这不一定构成环)。

命题 2.25

R ⊂ R′，A是 R的整闭包。设 Ie是 I 在 A中的扩张，则 I 在 R′中的整闭包是 r(Ie)。特别

的，I 的整闭包在加法和乘法运算下封闭。

证明. 设 x ∈ R′ 是 I 上的整元，则存在 ai ∈ I，xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0，则 xi ∈ A，故

xn = −a1xn−1 − · · · − an ∈ Ie，即 x ∈ r(Ie)。
反过来，若 x ∈ r(Ie)，则存在 n，xn ∈ Ie。设 xn = a1x1 + · · · + anxn，其中 ai ∈ A，

xi ∈ I。考虑 M = R[a1, · · · , an] 是有限生成 R−模，xnM ⊂ IM，则由 Cayley-Hamilton 定
理，xn是 I 上的整元，故 x是 I 上的整元。
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命题 2.26

R ⊂ R′ 是整环，R是整闭的，K 是 R的分式域。令 x ∈ R′ 是 I ⊂ R上的整元，则 x在 K

上的极小多项式形如 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an，其中 ai ∈ r(I) ⊂ R。

证明. 设 L = K[x1, · · · , xn] 是 g(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an 的分裂域。注意到我们有

h(x) = xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm = 0, bi ∈ I，故 g(x) | h(x)。则 h(xi) = 0，即 xi是 I 上整元。

由上引理我们有 xi ∈ r(Ie) = r(I)，由韦达定理有 ai ∈ r(I)。

定理 2.4 (下降定理)

R ⊂ R′ 是整环，R 是整闭的，R′ 在 R 上整。若有素理想 q ⊂ p ⊂ R，且素理想 p′ ⊂ R′，

p′ ∩R = p，则存在 R′的素理想 q′ ⊂ p′，q′ ∩R = q。

证明. 考虑 R ⊂ R′ ⊂ R′
p′，我们来证明 q 是 R′

p′ 的一个局限理想。由推论 2.9知只需证明
qR′

p′ ∩R ⊃ q。首先显然 qR′
p′ ∩R ⊃ p。

对任意 x
s
∈ qR′

p ∩ R, x ∈ qR′, s ∈ R′ \ p′，则由于 qR′ ⊂ r(qe)，x 在 q 上整。令 K

是 R 的分式域，由命题 2.26知 x 在 K 上的极小多项式形如 xn + a1x
n−1 + · · · + an，其中

ai ∈ r(q) = q。

由于 s = s
x
· x，故 s 在 K 上的极小多项式形如 sr + a1(

s
x
)sr−1 + · · · + an(

s
x
)n。因为

s 在 R 上整，由命题 2.26我们有 ai(
s
x
)i ∈ R。注意到 ai(

s
x
)i · (x

s
)i = ai ∈ q，若 x

s
/∈ q，则

ai(
s
x
)i ∈ q =⇒ sr ∈ qR′ ⊂ pR′ = p′ =⇒ s ∈ p′，矛盾！

现在设 q = q′′ ∩R，则 q′是 R′的素理想，由命题 2.20知 q′ ⊂ p′，且 q′ ∩R = q。

2.4.2 赋值环

定义 2.30

设 R 是整环，K 是 R 的分式域。R 称为 K 的赋值环(valuation ring)，若对任意 x ∈ K，

x ∈ R或 x−1 ∈ R。

注：令 U 为 R 的所有单位，考虑自然映射 ν : K∗ → K∗/U。则我们可以定义其上序关系：

x ≥ y 当且仅当 x = yr，其中 r ∈ R，即 xy−1 ∈ R。容易验证序关系是良定义的，且若 R是赋值

环，则这个序是完备的。

命题 2.27

R是赋值环，则如下命题成立：

• R是局部环；

• 若 R ⊂ R′ ⊂ K，则 R′是赋值环；

• R是整闭的。

证明. (1)(2)是显然的。
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(3)：若 x ∈ K在R上整，设 xn+a1x
n−1+ · · ·+an = 0，ai ∈ R。若 x /∈ R，则 x−1 ∈ R，

故 x = −a1 − a2x−1 − · · · − anx1−n ∈ R，矛盾。

推论 2.16

若 R是赋值环，则对任意 S，S−1R是赋值环。

证明. 由 R ⊂ S−1R ⊂ K 即得。

定理 2.5

设 R是域K 的子环，R̄是 R在K 中的整闭包，则

R̄ =
⋂

A赋值环
R⊂A

A

证明. 一方面若 x ∈ R̄，则 x在 R上整，故 x在任意赋值环 A ⊃ R上整。由于 A是整闭的，

故 R̄ ⊂ ∩AA。
另一方面，下次再写。

命题 2.28

R ⊂ R′ 是整环，R′ 在 R 上有限生成。取 0 ̸= u′ ∈ R′，则存在 0 ̸= u ∈ R 使得对任意同
态 f : R → F，其中 F 是代数闭域，满足 f(u) ̸= 0。则 f 可被延拓至 f ′ : R′ → F 使得

f ′(u′) ̸= 0。

证明. 由归纳我们可以假设 R′仅由 x生成。

若 x在 R上超越。令 u′ = anx
n + · · ·+ a0，取 u = an。对任意 f(an) ̸= 0，我们可以取

f(x) ∈ F 不是 f(an)X
n + · · ·+ f(a0) = 0的根。我们这样扩张 f：

f(bmx
m + · · ·+ b0) = f(bm)f(x)

m + · · ·+ f(b0)

则由定义 f(u′) ̸= 0。

若 x在 R上代数。则 u′ 在 R上代数。令 K 是 R的分式域，则 u′−1 在 K 上是代数的。

故存在 bi, ci ∈ R，bnxn + · · · + b0 = 0，cmu
′−m + · · · + c0 = 0。取 u = bncm ∈ R，则对任

意 f : R → F，f(u) ≠= 0，我们可以将其扩张为 f ′ : R[u−1] → F, f ′(u−1) = f(u)−1。在定

理 2.5的证明中我们找到了 R[u−1]的分式域 K 上的赋值环 A，A ⊃ R[u−1]，f ′ 可以扩张为

f ′′ : A → F。x 在 R[u−1] 上整，故由定理 2.5，x ∈ A，即 R′ ⊂ A，特别的 u′ ∈ A。由于
u′−1 在 R[u−1]上整，同理 u′−1 ∈ A，故 u′ 是 A中的单位。即 f ′′(u′) ̸= 0。现在取 f ′′ 在 R′

上的限制我们就完成了证明。

R F

R[u−1]

A R′

f

f ′

f ′′
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推论 2.17 (Hilbert’s Nullstellensatz)

• 设 k是域，R是有限生成 k−代数。若 R是域，则 R是 k的有限扩张；

• 若 k = k̄，则 k[x1, · · · , xn]的极大理想形如 (x1 − a1, · · · , xn − an), ai ∈ k。

证明. (1)：取 u′ = 1，则任意 k → k̄ 可被扩张为 R → k̄。设 R由 a1, · · · , an，则 ai 是代数

的，故 R是有限扩张。

(2)：考虑 k[x1, · · · , xn]/m，由 (1)这是一个 k的有限扩张，即 k[x1, · · · , xn]/m ∼= k。故

对任意 xi，存在 ai, x̄i = āi，即 xi − ai ∈ m，故 m ⊃ (x1 − a1, · · · , xn − an)。
相反的，考虑 f : k[x1, · · · , xn] → k, p(x1, · · · , pn) 7→ p(a1, · · · , an)，显然有 ker f =

(x1 − a1, · · · , xn − an)是极大理想。
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2.5 Noether模和 Artin模

定义 2.31

R−模 M 称为 Noether模，若其满足升链条件：M1 ⊂M2 ⊂ · · · =⇒ ∃k,Mk =Mk+1 = · · ·。
R−模 M 称为 Artin模，若其满足链降条件：M1 ⊃M2 ⊃ · · · =⇒ ∃k,Mk =Mk+1 = · · ·。

定义 2.32

环 R称为 Noether/Artin环若它对自身是 Noether/Artin模。

例 2.13

有限群看作 Z−模既是 Noether也是 Artin模。

例 2.14

• Z是 Noether的但不是 Artin的；

• 任一域既是 Noether也是 Artin的；

• 任一 PID是 Noether的。

例 2.15

k[x]是 Noether的但不是 Artin的，k[x1, x2, · · · ]既不是 Noether也不是 Artin的。

例 2.16

Noether/Artin环的子环不一定是 Noether/Artin环，如 k[x1, x2, · · · ]的分式域是域。

后文中我们会证明任一 Artin环均为 Noether环。

命题 2.29

M 是 Noether的当且仅当任意M 的子模都是有限生成的。

证明. “=⇒”：令 N 是 M 的子模，若 N 不是有限生成的，设 x1 ∈ N, x2 ∈ N \ Rx1, x3 ∈
N \ (Rx1 +Rx2), · · ·，则我们有升链：

Rx1 ⊂ Rx1 +Rx2 ⊂ · · ·

由于M 是 Noether的，故存在 n，Rx1 +Rx2 + · · ·+Rxn = Rx1 + · · ·+Rxn+1，矛盾！

“⇐=”：对任意 M1 ⊂ M2 ⊂ · · · ,M =
⋃
Mi 由一些 x1, · · · , xn 生成，则存在 ai，

xi ∈Mai，取m = max ai，则Mm =M。
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命题 2.30

令 0 → M ′ f→ M
g→ M ′′ → 0是短正合列。则M 是 Noether/Artin的当且仅当M ′,M ′′ 均为

Noether/Artin的。特别的，由于 0→M ′ →M ′⊕M ′′ →M ′′ → 0是正合的，故Noether/Artin
模的直和也是 Noether/Artin的。

证明. 下次再补。

命题 2.31

R是 Noether/Artin环，M 是有限生成 R−模，则M 是 Noether/Artin模。令 I 是 R的理想，

则作为 R−模 R/I 是 Noether/Artin的。

证明. 设M 是 Rn的商模，则我们有正合列

0→ ker f → Rn
f→M → 0

由命题 2.30，我们有正合列 0→ I → R→ R/I → 0，故 R/I 是 Noether/Artin的。

定义 2.33

一个 R−模 M 称为单模，若它没有非平凡的子模。一个合成列是一列子模

M =M0 ⫌M1 ⫌M2 ⫌ · · · ⫌Mn = 0

其中Mi/Mi+1是单模。n称为这个合成列的长度。

命题 2.32

合成列的长度相同。

证明. 对 R−模 M，记 l(M)为其合成列中最小的长度。我们断言若 N ⫋ M, l(M) <∞，则
l(M) > l(N)。

若该断言成立，则对任意序列 M = M0 ⫌ M1 ⫌ M2 ⫌ · · · ⫌ Mn = 0，我们有 l(M) >

l(M1) > · · · > l(Mn) = 0，故 l(M) ≥ n，但由定义 l(M) ≤ n，故 n = l(M)。

现在我们来证明这个断言。取M 的一个合成列，M =M0 ⊃M1 ⊃M2 ⊃ · · · ⊃Ml = 0，

其中 l = l(M)。则

N =M0 ∩N ⊃ · · · ⊃Ml ∩N = 0

是 N 的合成列，这是因为 Mi ∩ N/Mi+1 ∩ N ⊂ Mi/Mi+1 是单的，故 Mi ∩ N = Mi+1 ∩ N
或 Mi ∩ N/Mi+1 ∩ N = Mi/Mi+1。若第一种情况发生了，则我们可以删去一些项，这表示

l(N) < l(M)。否则我们可以归纳得到Mi =Mi ∩N，这表明M = N。

命题 2.33

M 有合成列当且仅当M 既是 Noether又是 Artin的。
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证明. “⇐=”：对全体子模用升链条件我们有极大子模M1 ⊂ M，M/M1 是单的。类似的得

到M1 ⊃M2 ⊃ · · ·，Mi/Mi+1是单的。再利用降链条件得到这个序列有限。

“=⇒”：设M 有合成列，对任意M1 ⊃ M2 ⊃ · · ·，l(M1) ≤ l(M2) ≤ · · · ≤ l(M)有限，

故存在 k，l(Mk) = l(Mk+1) = · · ·，即Mk =Mk+1 = · · ·，故是Noether的。Artin同理。

注：若 l(M) < ∞，则任意序列M = M0 ⫌ M1 ⫌ · · · ⫌ Mn = 0可通过将Mi/Mi+1 拆开扩张

成合成列。

命题 2.34

定义在有限长度的 R−模上的 l(M)是加性函数。即对任意正合列 0→M ′ f→M
g→M ′′ → 0

我们有 l(M) = l(M ′) + l(M ′′)。

证明. 对任意 M ′ 的合成列，M ′ = M ′
0 ⊃ M ′

1 ⊃ · · · ⊃ M ′
m = 0，任意 M ′′ 的合成列，

M ′′ =M ′′
0 ⊃M ′′

1 ⊃ · · · ⊃M ′′
n = 0，我们有

M = g−1(M ′′) ⊃ g−1(M ′′
1 ) ⊃ · · · ⊃ g−1(M ′′

n ) = f(M ′) ⊃ f(M ′
1) ⊃ · · · ⊃ f(M ′

m) = 0

是M 的长度为 m+ n的合成列。

推论 2.18

若环 R满足 (0) = m1 · · ·mn，其中 mi 是极大理想，则 R是 Noether的当且仅当 R是 Artin
的。

证明. 由于 0 → m1 → R → R/m1 → 0是正合列，R 是 Noether的当且仅当 m1 和 R/m1 是

Noether的，且R/m1在R上是 Noether的当且仅当它在R/m1上是 Noether的。类似的m1是

Noether的当且仅当 m1/m1m2在 R/m2上是 Noether的且 m1m2在 R上是 Noether的。继续这
样下去我们有 R是 Noether的当且仅当对任意 i，m1 · · ·mi−1/m1 · · ·mi 在 R/mi 上是 Noether
的。对 Artin的讨论可以得到类似的结果。而由于 R/mi 是域，故我们可以将 Noether替换成
Artin，便完成了证明。

2.5.1 诺特环

命题 2.35

R是 Noether环。

• 同态 f : R → R′，R′ 是有限生成 R−模，则 R′ 是 Noether的。特别的，若 f 是满射，

则 R′是 Noether的；

• S ⊂ R是乘性子集，则 S−1R是 Noether的。特别的 Rp是 Noether的。

证明. (1) f(R) ∼= R/ ker f 是 Noether的。R′ 是有限生成 f(R)−模，故是 Noether f(R)−模。
因此 R′是 Noether的。
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(2)注意到 S−1R中的理想均为扩张的，故升链条件显然成立。

例 2.17

数域所包含的全体代数整数形成的环是诺特环。

定理 2.6 (Hilbert basis theorem)

若 R是 Noether的，则 R[x]是 Noether的。

证明. 由于 R [X1, . . . , Xn+1] ≃ R [X1, . . . , Xn] [Xn+1]，断言化约到 n = 1亦即环 R [X]的情

形。给定理想 a ⊂ R [X]，我们将指出如何递归地构造一列元素 f1, . . . , fm ∈ a使之生成 a进

而导出 R [X]为 Noether环。

对任意 f =
n∑
k=0

akX
k ∈ R [X] , an ̸= 0，定义其领导系数为

in (f) := an.

取 f1 ∈ a \ {0}使得 deg f1 最小。今假设已选取 f1, . . . , fk ∈ a，倘若 a = ⟨f1, . . . , fk⟩则
构造终止，否则选择 fk+1 ∈ a使得 (i) fk+1 ∈ a \ ⟨f1, . . . , fk⟩；(ii)在前述条件下 deg fk+1取最

小可能的值. 置 αi := in (fi)。由 R的升链条件，理想 ⟨α1, . . .⟩有一族生成元 α1, . . . , αm。倘

若上述构造可以走到第m+ 1步，则有

in (fm+1) =
m∑
i=1

uiαi, u1, . . . , um ∈ R.

根据前m步的选取，对 i = 1, . . . ,m皆有 di := deg fm+1 − deg fi ≥ 0。显见

fm+1 −
m∑
i=1

uifiX
di ∈ a \ ⟨f1, . . . , fm⟩

的次数严格小于 deg fm+1 ,此与 fm+1的选取矛盾。

注：反复使用该定理我们有 R[x1, · · · , xn]是 Noether的。对任意有限生成 R−代数 R′，存在满

射 R[x1, · · · , xn]→ R′，故 R′也是 Noether的。

命题 2.36

R ⊂ R′ ⊂ R′′，R是 Noether的，R′′ 是有限生成 R−代数，也是有限生成 R′−模，则 R′ 是

有限生成 R−代数。

证明. 我们来构造这样的 R0：R ⊂ R0 ⊂ R′ ⊂ R′′ 使得 R′′ 是有限生成 R0−模，R0 是有限生

成 R−代数。这样由 Hilbert基定理就有 R0 是 Noether的，故 R′′ 是 Noether R0−模，因此 R′

是有限生成 R0−模。由于 R0是有限生成 R−代数，R′也是有限生成 R−代数。
我们这样来构造 R0：设 R′′ 作为 R−代数由 x1, · · · , xm 生成，作为 R−模由 y1, · · · , yn

生成，则我们有

xi =
n∑
j=1

aijyj , aij ∈ R′; yiyj =
n∑
k=1

aijkyk, aijk ∈ R′
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令 R0 = R[aij , aijk]，这是一个有限生成 R−代数。对任意 m ∈ R′′ 我们可以将它写成

yi 的系数在 R0 中的多项式，且由上关系可以将其写成 yi 的线性表达式，即 R′′ 是有限生成

R0−模。

推论 2.19 (First part of Hilbert’s Nullstellensatz)

k是域，R是有限生成 k−代数。若 R是域，则也是 k的有限扩张。

证明. 设 R作为 k−代数由 a1, · · · , an生成，若 R不是有限生成的，我们可以找到 a1, · · · , ar
在 k上是代数不相关的，ar+1, · · · , an 在 R′ = k(a1, · · · , ar) ∼= k(x1, · · · , xr)是代数的。则 R

是 R′的有限扩张。由于 R是有限生成 R, k−模，由上命题我们有 R′在 k上是有限生成的。

设 R′ 由 f1
g1
, · · · , fm

gm
生成，其中 (fi, gi) = 1，令 h ∈ k[x1, · · · , xr]，满足

(h, g1, g2, · · · , gm) = 1，则 1
h
不在 k[ f1

g1
, · · · , fm

gm
]中，矛盾！

2.5.2 准素分解

定义 2.34

R 是环，理想 q称为准素的(primary)，若 q ̸= (1)且若 xy ∈ q，则 x ∈ q或 yn ∈ q对某个

n > 0。等价的定义是 R/q ̸= 0且其中零因子均幂零。

例 2.18

在 Z中，(0), (pn)是准素的。

在 k[x, y]中，(x2, y)是准素的，这是因为 k[x, y]/(x2, y) ∼= k[x]/(x2)且 (x2)在 k[x]中是准

素的。

命题 2.37

设 q是准素的，则 r(q)是包含 q的极小素理想。

证明. Check directly by definition.

若 r(q) = p，则称 q是 p−准素的。

例 2.19

(x, y2) ⊂ k[x, y]，r(x, y2) = (x, y)。

例 2.20

考虑 R = k[x, y, z]/(xy − z2)，p = (x̄, z̄)，r(p2) = p，但 p2 不是准素的，因为 x̄ȳ = z̄2，但

x̄ ̸= p2，ȳ ̸= r(p) = p。

命题 2.38

若 r(q)是极大的，则 q是准素的。特别的，对任意极大理想 m，mn是准素的。

62



2.5 Noether模和 Artin模 2 交换代数

证明. R/q的幂零根是极大的，故 R/q有唯一的素理想，因此任意 R/q中的元素要么是单位

的，要么是幂零的。

定义 2.35

I 的一个准素分解(primary decomposition)为 I =
⋂n
i=1 qi，其中 qi是准素的，此时 I 称作可

分解的(decomposible)。这样的分解称为极小的，若对任意 i ̸= j，r(qi) ̸= r(qj) 且
⋂
k ̸=i qk

不包含于 qi。

引理 2.6

若 q1, q2是 q−准素的，则 q1 ∩ q2是 p−准素的。

证明. 首先 r(q1 ∩ q2) = r(q1) ∩ r(q2)。若 xy ∈ q1 ∩ q2，x /∈ q1 ∩ q2，不妨 x /∈ q1，则

y ∈ r(q1) = r(q1 ∩ q2)，即 q1 ∩ q2是准素的。

由该引理我们知道准素分解总能化简为极小分解，然而下面给出的例子表明极小分解并不唯

一。

例 2.21

R = k[x, y]，I = (x2, xy) = (x) ∩ (x, y)2 = (x) ∩ (x2, y)。

定理 2.7

I 是可分解的理想，I =
⋂n
i=1 qi是一个极小分解，设 pi = r(qi)，则

{pi} =
{
prime r(I : x)

∣∣∣x ∈ R}
由 I 唯一确定。

证明. 首先我们有 r(I : x) = r(
⋂n
i=1 qi : x) =

⋂n
i=1 r(qi : x)，为了计算 r(qi : x)，我们需要如

下引理：

引理 2.7

q是 p−准素理想，则
• 若 x ∈ q，则 (q : x) = (1)；

• 若 x /∈ q，则 (q : x)是 p−准素的；

• 若 x /∈ p，则 (q : x) = q。

证明. (1)和 (3)是显然的。对于 (2)，y ∈ (q : x) =⇒ xy ∈ q =⇒ y ∈ r(q) = p，由于

q ⊂ (q : x)，故只能 r(q : x) = p。若 yz ∈ (q : x), y /∈ (q : x)，则 xyz ∈ q, xy /∈ q，故

z ∈ r(q) = r(q : x)，即 (q : x)是准素的。

63



2.5 Noether模和 Artin模 2 交换代数

由引理，r(q : x) =

R, x ∈ qi;

pi, x /∈ qi.
故

⋂n
i=1 r(qi : x) =

⋂
x/∈qi

pi。

一方面由于这个分解是极小的，我们可以找到 x, x /∈ qi，x ∈
⋂
j ̸=i qj，则 (I : x) = pi。

另一方面当 r(I : x) 是素的，若 r(I : x) ̸= pi，我们可以取出 yi /∈ r(I : x), yi ∈ pi，则∏
yi ∈

⋂
pi，但因为 r(I : x)是素的，

∏
yi /∈ r(I : x)，矛盾！

上面的 pi 称作与 I 相伴的(associated)，{pi} 中的最小元称作 I 的伴随素理想(isolated prime
ideals)。

例 2.22

I 是准素的当且仅当只有一个伴随素理想。

命题 2.39

设 I 为可分解理想，则对任意素理想 p ⊃ I，p包含一个伴随素理想。

证明. 设 p ⊃ I =
⋂n
i=1 qi 是一个极小分解，r(qi) = pi，则 p = r(p) ⊃ r(

⋂n
i=1 qi) ⊃⋂n

i=1 r(qi) =
⋂n
i=1 pi，故 p ⊃ pi，对某个 i。

命题 2.40

设 I =
⋂n
i=1 qi是一个极小准素分解，则

{
qi

∣∣∣r(qi是极小的)
}
唯一确定。

证明. 详见 Atiyah。

现在我们来看 Noether环的准素分解。

定义 2.36

理想 I 称为不可约的(irreducible)，若 I = I1 ∩ I2，则 I = I1或 I = I2。

例 2.23

I 是不可约的当且仅当 (0)在 R/I 中不可约，任意素理想都是不可约的。

命题 2.41

对 Noether环 R：

• 任意理想是有限个不可约理想的交；

• 任意不可约理想是准素理想；

• 任意理想有准素分解。
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证明. (1)：设 Σ = {不是有限个不可约理想的交}，由 Noether环的性质对每个升链都有上界，
故由 Zorn引理存在 Σ的极大元 I。由于 I 是可约的，I = I1 ∩ I2, I1, I2 /∈ Σ，这是一个矛盾！

(2)：考虑商环，需要证明 (0)是不可约的。若 xy = 0, y ̸= 0，我们有升链

Ann(x) ⊂ Ann(x2) ⊂ · · ·

由 Noether环的性质知存在 n，Ann(xn) = Ann(xn+1) = · · ·。
对于 a ∈ (xn) ∩ (y)，设 a = xnb = cy，则 ax = cxy = 0 = xn+1b，故 b ∈ Ann(xn+1) =

Ann(xn)，即 a = 0。由于 y ̸= 0, xn = 0，(xn) ∩ (y) = (0)。

(3)由 (1)和 (2)直接推出。

命题 2.42

R是 Noether环，I 是 R的理想，则 I 包含一个 r(I)的幂。特别的，R的幂零根是幂零的。

证明. 设 r(I)由 x1, · · · , xn生成，其中 xkii ∈ I。令 k =
∑n

i=1(ki− 1)+ 1，则 r(I)k ∈ I。

推论 2.20

R是 Noether环，m是 A的极大理想，则下述命题等价：

• q是 m−准素的；

• mn ⊂ q ⊂ m，对某个 n > 0；

• r(q) = m。

证明. (1) =⇒ (2)由上命题即得。

(2) =⇒ (3)是因为 m = r(mn) ⊂ r(q) ⊂ r(m) = m。

(3) =⇒ (1)由命题 2.38即得。

命题 2.43

R是 Noether环，I ̸= (1)，则伴随素理想={(I : x)}x∈R 的素理想。

证明. 我们已证明伴随素理想是 r(I : x) 中的素理想。另一方面，若 (I : x) 是素理想，则

r(I : x) = (I : x) 是相伴的。反过来，我们需要证明任意相伴的素理想 p 对应的 q 形如

(I : y)，其中 y ∈ R。
回忆对极小分解，p = r(I : x) =

⋂
r(qi : x) =

⋂
x/∈qi

r(qi)。对任意 x /∈ I，x ∈⋂
qi ̸=q qi = I ′，则 r(I : x) = p。由命题 2.42知，存在 n，pn ⊂ q。则 I ′pn ⊂ I ′ ∩ q = 0取这

样最小的 n，则存在 0 ̸= y ∈ I ′pn−1, yp = 0，即 (I : y) ⊃ p。因此 p = (I : y)，我们完成了证

明。

-
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2.5.3 Artin环

命题 2.44

若 R是 Artin环，则任意素理想均是极大的，即幂零根与Jacobson根相等。

证明. 考虑 Artin 整环 R′ = R/p，对任意 0 ̸= x ∈ R′，我们有 (x) ⊃ (x2) ⊃ · · ·，存在 n，

(xn) = (xn+1)，即存在 y ∈ R′，xn = xn+1y，故 xn(xy − 1) = 0，由于

定义 2.37

环 R的 Krull维数为素理想升链 p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pn长度 n的最大值。

由上命题，若 R是 Artin的，则 dimR = 0。

命题 2.45

Artin环只有有限个极大理想。

证明. 考虑 Σ = {极大理想的有限交}，由 Artin 环的降链条件这个集合有极小元，记为 I =

m1 ∩ · · · ∩mn。则对任意其他极大理想 m，m ∩ I = I，故存在 i，m = mi，取法有限。

命题 2.46

在 Artin环中，幂零根是幂零的。

证明. 设 ℜ是幂零根，由 Artin环的升链条件存在 n，ℜn = ℜn+1 = · · ·，记为 I，我们来证

明 I = 0。若 I ̸= 0，设 Σ =
{
J
∣∣∣idealJ, I · · · J ̸= 0

}
，则 I ∈ Σ。由 Artin，Σ有极小元，记为

I ′，对任意 x ∈ I ′, xI ̸= 0，(x) ⊂ I ′，故 I ′ = (x)。(xI)I = xI2 = xI ̸= 0，故 xI ∈ Σ，这表

明 xI = (x)。故存在 y ∈ I ⊂ ℜ，xy = x。故存在 k，yk = 0，x = xyk = 0，矛盾！

定理 2.8

R是 Artin的当且仅当 R是 Noether的且 dimR = 0。

证明. “=⇒”：设 R是 Artin的，则幂零根 ℜ =
⋂n
i=1 mi。由上一个命题存在 k，

∏n
i=1 m

k
i ⊂

(
⋂n
i=1 mi)

k = ℜk = 0，由推论 2.18知 R是 Noether的。
“⇐=”：设 R是 Noether的，(0)有准素分解 (0) = ∩qi。由于存在 ni，r(qi)

ni ⊂ qi，我

们可以找到 n，(0) = (∩r(qi))n。再由 dimR = 0与 r(qi)是素的知其均为极大理想，结合推

论 2.18知 R是 Artin的。

上面定理说明了 Artin环都是 Noether环，但是 Artin模不一定是 Noether模。

例 2.24

考虑 G ⊂ Q/Z作为 Z−模，取素数 p，G = q
pn
，其所有子模为 (0) ⊂ Z ⊂ Z

p
⊂ Z

p2
⊂ · · ·，故

G是 Noether模但不是 Artin模。
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例 2.25

设 R是 Artin局部环，极大理想为 m，则 m是幂零的，故 x ∈ R要么是单位，要么是幂零
的。

例 2.26

R是 Noether局部环，极大理想为 m，若存在 n，mn = mn+1，由于 Noether环的理想均有限
生成，利用 Nakayama引理，mn = 0。对任意素理想 p，mn ⊂ p，故 m ⊂ r(mn) ⊂ r(p) ⊂ p，

即 m = p。因此 m是唯一的素理想，由上定理，R是 Artin的。另外若 R不是 Artin的，则
对任意 m，mn ̸= mn+1。

例 2.27

维数为 0的局部环不一定是 Noether或者 Artin的。考虑 R = k[x1, x2, · · · ]/(x1, x22, x33, · · · )，
有唯一的素理想 p = (x̄2, x̄3, · · · )，但 (x̄1) ⊂ (x̄1, x̄2) ⊂ · · · 不是稳定的。

定理 2.9 (Artin环的结构定理)

任意 Artin环 R是有限个 Artin局部环的直积，此直积在同构意义下是唯一的。

为了证明这个定理，我们需要介绍如下定义：

定义 2.38

环 R的两个理想 I1, I2称为互素的(coprime)，若 I1 + I2 = (1)。

引理 2.8

设 I1, · · · , In ⊂ R是理想，我们有自然同态 ϕ : R→
∏
R/Ii，则：

• 若对任意 i ̸= j，Ii与 Ij 互素，则 ∩Ii =
∏
Ii；

• ϕ是满射当且仅当对任意 i ̸= j，Ii与 Ij 互素；

• ϕ是单射当且仅当 ∩Ii = (0)。

证明. (1)：设结论对 n− 1成立，即 I = ∩ni=2Ii =
∏n
i=2 Ii。我们来证明 I1与 I 互素。事实上

对任意 2 ≤ i ≤ n，我们可以找到 ai ∈ I1, bi ∈ Ii, ai+bi = 1。故 I ∋
∏
bi =

∏
(1−ai) ∈ 1+I1，

故 1 ∈ I + I1。于是我们只需证明 n = 2的情形。事实上，我们有

I1 · I2 ⊂ I1 ∩ I2 = (I1 ∩ I2)(I1 + I2) = (I1 ∩ I2)I1 + (I1 ∩ I2)I2 ⊂ I1 · I2

故 I1 ∩ I2 = I1 · I2。
(2)：“=⇒”：R→ R/I1 ×R/I2是满射，故存在 a，a ∈ Ii, a ∈ 1 + Ij，即 Ii + Ij = 1。

“⇐=”：同 (1)，I1 + ∩ni=2Ii = (1)，故对任意 r1 ∈ R/I1，我们可以找到 a1，ϕ(a1) =

(r1, 0, · · · , 0)。则对任意 r = (r1, · · · , rn), ϕ(a1 + · · ·+ an) = r，故 ϕ是满射。

(3)：由 kerϕ = ∩Ii显然。
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定理 2.9的证明. 存在性：我们有极小分解 (0) = q1 ∩ · · · ∩ qn，r(qi) ̸= r(qj)是极大理想。故

r(qi) + r(qj) = (1)。则 qi + qj = (1)，故由上引理我们有同构

R ∼=
∏

R/qi

唯一性：设 R ∼=
∏
Ri，其中 Ri 是 Artin 局部环。我们有自然投影 πi : R → Ri。令

Ii = kerπi，则 (0) = ∩Ii。我们希望这是一个极小分解。
首先 r(Ii) = π−1

i (r(0))，其中 r(0)是 Ri唯一的极大理想，因此 r(Ii)是极大的，故 Ii是

准素的。由上引理对任意 i ̸= j，Ii + Ij = (1)，故 r(Ii) + r(Ij) = (1)，这表明 r(Ii) ̸= r(Ij)。

由于 Ii + ∩j ̸=iIj = (1)，∩j ̸=iIj 不包含于 Ii。

于是 (0) = ∩Ii 是极小分解，由于任意素理想是极大的，故均为极小素理想。由命题
2.40知唯一。

命题 2.47

R是 Artin局部环且不是域，则如下条件等价：

• R是 PID；

• 极大理想 m是主理想；

• dimR/m m/m2 = 1。

证明. (1) =⇒ (2) =⇒ (3)是显然的。下假设 (3)成立。

由推论 2.2知 m是主理想，设为 (x)。由命题 2.46知存在 r，I ⊂ mr 但不被包含于 mr+1，

故存在 y ∈ I, y = axr, a /∈ m。则 a是 R中的单位，故 (xr) ⊂ I，即 I = (xr)是主理想。

2.6 Dedekind整环

我们在前文讨论了维数为 0的 Noether环。在本节中，我们来讨论维数为 1的 Noether整环.即
任意非零素理想都是极大的。

命题 2.48

设 R 是 Noether 整环，dimR = 1，则任意非零、非单位的理想 I 可以唯一表示为 I =

q1 · · · qn，其中 qi是准素的且 r(qi)是不相交的。

证明. 设 I = q1 ∩ · · · ∩ qn是极小分解，则 r(qi) ̸= r(qj)是极大的。故 r(qi) + r(qj) = (1)，这

表明 qi + qj = (1)。由引理 2.8知 I =
∏

qi。

反过来，若 I =
∏

qi，类似的有 I = ∩qi，由于 dimR = 1故每个 r(qi)均为相伴的。利

用命题 2.40知唯一确定。
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定义 2.39

K 是域，一个离散赋值(discrete valuation)是 K∗ 上的一个满射 ν : K∗ → Z 使得 ν(xy) =

ν(x) + ν(y) 且 ν(x + y) ≥ min(ν(x), ν(y))。令 ν(0) = +∞ 我们可以扩张 ν 到 K 上。可以

验证 R =
{
x
∣∣∣ν(x) ≥ 0

}
是 K 的子环，称为 K 的赋值环。一般的，整环 R 称为离散赋值

环(discrete valuation ring)，即 DVR，若它是它的分式域的 DVR。

例 2.28

我们有 ν : Q∗ → Z, pn · a
b
7→ n，其中 (a, p) = (b, p) = 1，p是固定的素数。则Q的 DVR是局

部化Z(p)。类似的，对不可约多项式 f(x) ∈ k[x]，我们可以定义 ν : k(x)∗ → Z, fn(x)· g(x)
h(x)
7→

n，则 k(x)的 DVR是 k[x](f)。

我们有如下关于 DVR的命题：

• 若 ν(x) = 0，则 ν(x−1) = 0，故 x−1 ∈ R；反过来若 ν(x) > 0则 x−1 /∈ R。因此 ν(x) = 0当

且仅当 x是 R中的单位。

• 若 ν(x) = ν(y) ≥ 0，则 ν(x/y) = 0，故 x
y
∈ R，进而 (x) ⊂ (y)。类似的有 (y) ⊂ (x)，故

(x) = (y) ⊂ R。

• 对 R 的理想 I，取 x ∈ I 使得 ν(x) 取到最小值。对任意 y ∈ I，ν(y) ≥ ν(x)，故 y
x
∈ R，

y ∈ (x)，即 I = (x)。于是 R是 PID。

• 由上两个命题，我们有 R的所有理想与 Z≥0之间的一一映射。

• 取 π ∈ R, ν(π) = 1，则 ν(πn) = n。R中所有理想满足降链：

(1) ⊃ (π) ⊃ (π2) ⊃ · · ·

故 R 是 Noether 的。R 是极大理想为 (π) 的局部环且任意理想均为极大理想的幂，这表明

dimR = 1。我们称 DVR 的极大理想的生成元为uniformizer。回忆任意赋值环都是整闭的，
故任意 DVR都是整闭的。

例 2.29

我们可以给出一个是赋值环但不是 DVR的例子。
考虑 R′ =

⋂
n≥0 k[x

1
2n ] ⊂ k(x)，K 是 R′ 的分式域。考虑 ν : K∗ → Q, f 7→ ord0f ∈ Q，可

以验证这是一个赋值且它的赋值环是

R =
⋃
n≥0

k[x
1
2n ]

(x
1
2n )

然而 R不是 Noether的因为我们可以找到 xn，ν(xn) =
1
2n
，则

(x1) ⊂ (x2) ⊂ · · ·

不是稳定的，故 R不是 DVR。
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定义 2.40

极大理想为 m 的 Noether 局部环 R 称为正规局部环(regular local ring)，若作为向量空间
dimR = dimR/m m/m2。显然 DVR是正规局部环。

命题 2.49

R是 Noether局部整环，维数为 1，m是极大理想，k = R/m。则如下条件等价：

• R是 DVR；

• R是整闭的；

• m是主理想；

• R是正规局部环；

• 任意非零理想均为 m的幂；

• 存在 x，任意非零理想均形如 (xk)。

证明. 我们已经证明 (1) =⇒ (2)。

(2) =⇒ (3)：令 0 ̸= a ∈ m，则 r(a)是非零素理想，由于 dimR = 1故是极大理想，因此

(a)是准素的。由推论 2.20知存在 k，mk ⊂ (a),mk−1 ⊈ (a)。取 b ∈ mk−1 \ (a)，并取 x = a
b
是

R的分式环中的元素。x−1 /∈ R，否则 b = x−1a ∈ mk。由条件 x−1 不在 R上整，于是 x−1m

不包含于 m，否则由 Cayley-Hamilton定理知存在多项式 f，f(x−1)m = 0，即 f(x−1)a = 0，

故 f(x−1) = 0，矛盾！注意到 x−1m = bm
a
⊂ mk

a
∈ R，故 x−1m = R，即 m = Rx = (x)。

(3) =⇒ (4)显然。

(4) =⇒ (5)：设 m/m2由 x生成，则 m = (x)。对任意理想 I ̸= 0, I ̸= (1)，则 I ⊂ m。同

上存在 n，mn ⊂ I，故可以找到 k，I ⊂ mk, I ⊈ mk+1。选取 y ∈ I \ mk+1，则 y = xkz，其

中 z ∈ R且 z /∈ m。于是 z是 R中的单位，且 (y) = (xk) = mk。

(5) =⇒ (6)：只需证明m = (x)。利用 Nakayama引理知m ̸= m2。取 x ∈ m \m2，则由条

件 (x) = mn，于是 (x) = m。

(6) =⇒ (1)：容易验证 ν : a 7→ n若 a = (xn)，这可以扩张成 R的分式环上的赋值，且

R = {x : ν(x) ≥ 0}。

命题 2.50

R是 Noether整环，维数为 1，则如下条件等价：

• R是整闭的；

• 任意准素理想是素理想的幂；

• 任意局部化 Rp是 DVR。

若 R满足如上条件，我们称 R是 Dedekind整环(D.D.)。

70



2.6 Dedekind整环 2 交换代数

证明. (1)⇐⇒ (3)：由上一命题中的 (1)⇐⇒ (2)，回忆我们有 R是整闭的当且仅当任意局部

化 Rp是整闭的。

(2) =⇒ (3)：由于 Rp 是 Noether局部整环维数为 1且极大理想为 pe，对任意 Rp 的理想

I，存在m，(pe)m ⊂ I，则 Ic ⊃ pm。由上一命题中的 (1)⇐⇒ (5)我们有 Rp是 DVR。
(3)⇐= (2)：设 I ⊂ R是准素的，r(I) = p。Ie ⊂ Rp，故由上一命题中的 (1)⇐⇒ (5)知

存在 n，Ie = (pe)n。对素理想 q ̸= p，Ip = (pn)q 且 Ip = (pn)p，因此由命题 2.18知 I = pn。

推论 2.21

R是 Dedekind整环，则任意非零理想能被唯一分解成素理想的乘积。

证明. 利用命题 2.48。

例 2.30

k[x, y]是 UFD但不是 Dedekind整环，因为 dim k[x, y] = 2。

例 2.31

Z[
√
13]是Z在 Q(

√
−13)上的整闭包，故它是整闭的。由 Hilbert基定理，这是 Noether的，

由上升定理我们得到 dimZ[
√
−13] = dimZ = 1。因此 Z[

√
−13]是 Dedekind整环。然而它

不是 UFD的因为 14 = 2 · 7 = (1 +
√
−13)(1−

√
−13)是两种分解。

例 2.32

一般的，代数数域上的整数环是 D.D.。

例 2.33

PID是 D.D.。首先显然是 Noether的且维数为 1。对任意局部化 Rp，也是 PID，故是 DVR，
因此 R是 D.D.。

命题 2.51

D.D.是 PID当且仅当是 UFD。

证明. 若 D.D. 是 UFD，设 I = P1 · · ·Pn ̸= 0。注意到对 x ∈ Pi, x = a1 · · · am，故 (x) =

(a1) · · · (am) ⊂ Pi。(ai)是素的，故存在 i，(ai) = Pi。因此 I = (a1 · · · am)是主理想。反过
来同理。

命题 2.52

R是 D.D.且仅有有限个素理想，则 R是 PID。

证明. 设这些素理想是 p1, · · · , pn。对任意理想 I ̸= (0)，我们有分解 I = pa11 · · · pann 。故
paii ̸= 0，由 Nakayama引理知存在 xi ∈ paii \ p

ai+1
i 。由于 r(pai+1

i + p
aj+1
j ) ⊃ pi

⋃
pj，pi, pj 是
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极大的，我们有 pai+1
i + p

aj+1
j = (1)。

因此投影映射 π : R →
∏
R/paii 是满射，存在 x ∈ I, π(x) = (x1, · · · , xn)，则 (x) =∏

paii = I。

2.6.1 分式理想

定义 2.41

R 是整环，K 是分式域。K 的一个 R−子模 I 称为分式理想(fractional ideal)，若对某个
0 ̸= x ∈ R，xI ⊂ R。R称为整理想若 I ⊂ R。

例 2.34

对任意 u ∈ K，uR是分式理想，也称为主分式理想。

例 2.35

取 R = Z，
⋂
n≥0 Z/2n =

{
x
2n

∣∣∣x ∈ Z, n ∈ N
}
不是分式理想。

例 2.36

K 的任意有限生成子模均是分式理想。若 R是 Noether的，分式理想是有限生成的。

定义 2.42

子模 I ⊂ K 称为可逆的(invertible)，若存在 J ⊂ K, IJ = R。

事实上 J 是唯一的，因为若 IJ = R，则 J ⊂ (R : I)。但 (R : I) = (R : I)IJ ⊂ RJ = J，故

J = (R : I)是由 I 唯一决定的。因此我们可以在可逆子模上定义群结构。

例 2.37

考虑 R = Z + 2
√
−1Z，则 K = Q(

√
−1)，我们可以验证 I = 2Z[

√
−1] 不可逆但是分式理

想：注意到 (R : I) = Z[
√
−1]，但 (R : I)I ̸= R。然而它是可逆的，因为 R = Z[

√
−1] 且

I−1 = 1
2
Z[
√
−1]。

命题 2.53

I 是 R的分式理想，则如下条件等价：

• I 可逆；

• I 是有限生成的且对任意素理想 p，Ip在 Rp上可逆；

• I 是有限生成的且对任意极大理想 m，Im在 Rm上可逆；

证明. (1) =⇒ (2)：Ip · (R : I)p = Rp，故 Ip是可逆的，且由上讨论知 I 有限生成。

(2) =⇒ (3)是显然的。(3) =⇒ (1)：我们希望证明 I · (R : I) = R，由于 I · (R : I)是整

理想，这需要证明 Im · (R : Im) = Rm。事实上这等价于证明 (R : I)m = (Rm : Im)。
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设 I 由 x1, · · · , xn生成，则 (R : I) =
⋂n
i=1(R : xi)，故

(R : I)m =
n⋂
i=1

(R : xi)m, (Rm : Im) =
n⋂
i=1

(Rm :
xi
1
)

故只需证明 (R : x)m = (Rm, (x)m)。注意到我们有正合列

0→ (R : x)→ R
f→ ((x) +R)/R→ 0

其中 f : y 7→ xy +R。故我们有正合列

0→ (R : x)m → Rm
fm→ (x)m +Rm/Rm → 0

故 (R : x)m = ker fm = (Rm, (x)m)

命题 2.54

设 R是局部整环，则 R是 DVR当且仅当任意非零分式理想是可逆的。此时任意分式理想都
是主理想。

证明. “=⇒”：xI ⊂ R 是 R 中的理想，故 xI = (u) 是主理想，进而 I = x−1(u)，于是

I−1 = x(u−1)是可逆的。

“⇐=”：由于 R的任意整理想都是可逆的，因此是有限生成的，故 R是 Noether的。我
们只需证明任意非零整理想都形如 mk。

若该假设不成立，设 Σ为所有不是 m幂的非零理想的集合，则由 Zorn引理我们可以取
出 Σ中的最大元 I。注意到 I ⊂ m，故 I ⊂ m−1I ⊂ m−1m = R。

由于 m−1I 不是 m的幂，故 I = m−1I，于是 I = mI，这由 Nakayama引理知矛盾！

推论 2.22

R是整环，则 R是 D.D.当且仅当 R的任意非零分式理想是可逆的。

证明. “=⇒”：设 I 是分式理想，则由 R是 Noether的知 I 是有限生成的，且由上命题 Im是

可逆的。

“⇐=”：首先任意 R的整理想是可逆的，因此是有限生成的，故 R是 Noether的。对任
意素理想 p，Rp 的任意分式理想M 是可逆的，故 Ap 是 DVR，则对任意素理想 0 ̸= p ⊂ p，

我们有 0 ̸= qp ⊂ pp，故 qp = pp，这表明 q = p。因此 dimR = 1，由命题 2.50知是 D.D.。

设 I 是所有分式理想的集合，设 R是 D.D.，则我们可以定义 I 上的群结构。设 I 是分式理想，

Ip是 DVR Rp的分式理想，于是是主理想，故我们设 Ip = (x)，则我们可以定义 νp(I) = νp(x)，期

中 νp是 Rp上的赋值。于是我们得到了群同态 νp : I → Z，且若 I ⊂ J，则 νp(I) ≥ νp(J)。
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引理 2.9

νp(I) = 0仅对有限多个素理想 p不成立。

证明. 由于存在 x ∈ K，(x)I = J ⊂ R，我们有 νp(x) + νp(I) = νp(J)。由于在 D.D.中非零
理想可唯一分解成素理想的乘积，故 νp(x), νp(J) = 0仅对有限多个 p不成立，于是我们完成

了证明。

由上引理我们有一个良定义的同态：

ϕ : I →
⊕

p̸=0,p prime

Z

事实上这是一个同构。对 (ap) ∈ ⊕pZ, ϕ(
∏

p p
ap) = (ap)，故ϕ是满射。若ϕ(I) = 0，则 Ip = Rp

对任意 p，故由局部性 I = R = (1)，于是 ϕ是单射。

考虑 φ : K∗ → I, x 7→ (x)，我们称 cokerφ 为理想类群(ideal class group)，也称为Picard 群，
对它的研究是代数数论的主题，我们这里浅尝辄止。
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2.7 完备性

定义 2.43

一个 R−模的反向系统(inverse system)指的是 R−模序列 {Mn}与 fn+1 : Mn+1 →Mn。若每

个 fn都是满的则称这个反向系统是满系统。

反向极限定义为
∏
nMn 中所有满足 fn+1(an+1) = an 的 (an)构成的集合，记为 lim←−Mn，这

是一个 R−模。

由定义，我们有下图交换：

lim←−M•

Mn+1 Mn
fn+1

其中 lim←−M• →Mn是自然投影。进一步我们有反向极限的万有性质，证明留作习题：

命题 2.55

对任意模 X与同态φn : X →Mn使得 fn+1◦φn+1 = φn，则存在唯一的同态 g : X → lim←−M•

使得下图交换：

X

lim←−M•

Mn+1 Mn

g

φnφn+1

fn+1

反过来，该性质唯一确定了反向极限。

定义 2.44

一个 R的滤链(filtration)是序列M = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ · · ·。若 IMn ⊂ Mn+1 对任意 n成

立，则称为I−滤链。若 IMn =Mn+1对充分大的 n成立，则称为稳定 I−滤链。

定义 2.45

M 对滤链M =M0 ⊃M1 ⊃ · · · 的完备(completion)是下反向系统的反向极限：

M/M0 ←M/M1 ←M/M2 ← · · ·

记为 M̂。

若 Mn+1 = IMn 对任意 n 成立则称 M̂ 为 I − adic 完备。M 称为完备的(complete)若
M → M̂, x 7→ (x̄)n是同构。

注：从拓扑的角度看，我们可以讲M1,M2, · · · 看作一组M的拓扑基，对序列 (an)n，am−an ∈
Mminm,n，故 (an)n是 Cauchy列，且两个等价的 Cauchy列定义了同一个 M̂ 中的元素。因此代数中

的完备与拓扑中的完备概念相同。
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例 2.38

考虑M = k[x] ⊃ (x) ⊃ (x2) ⊃ · · ·，则我们有 M̂ ∼= k[[x]]。

类似的考虑 Z ⊃ pZ ⊃ p2Z ⊃ · · ·，我们称 Ẑ = {
∑∞

i=0 aip
i, 0 ≤ ai ≤ p− 1}为 p− adic环

命题 2.56

M 的 I − adic完备同构于对任意稳定 I−滤链的完备。

证明. 设我们有稳定 I−滤链 0←M/M1 ←M/M2 ← · · ·。
首先 Mn ⊃ IMn−1 ⊃ · · · ⊃ InM，我们有自然映射 M/InM → M/Mn，这诱导了映

射 f : lim←−M/InM → lim←−M/Mn，反过来存在 c，对任意 n > c，Mn = IMn−1 = · · · =
In−cMc ⊂ In−cM，故有自然映射 M/IkM → M/Mk+c，这诱导了映射 g : lim←−M/Mn →
lim←−M/InM。进一步我们可以验证 f ◦ g = id, g ◦ f = id，故我们完成了证明。

例 2.39

取 R = Z2 ⊗ Z2，I = 0⊗ Z2，则 In = I，故 R̂ = R/I = Z2 ⊗ 0，且 ker(R→ R̂) = I。

例 2.40

考虑 R =
⋃
n k[x

1/2n ]，I =
⋃
n x

1/2nk[x1/2
n

]，则

I2
m

⊃
⋃
n

x1/2
n−m

k[x1/2
n−m

] = I

故 I2
n

= I，这表明 I = In。同样有 ker(R→ R̂) = I。

定义 2.46

一个反向系统的正合列是满足下图交换的反向系统 {An} , {Bn} , {Cn}：

0 An+1 Bn+1 Cn+1 0

0 An Bn Cn 0

命题 2.57

设 0→ {An} → {Bn} → {Cn}正合，则

0→ lim←−An → lim←−Bn → lim←−Cn

正合。进一步，若 {An}是满的，则

0→ lim←−An → lim←−Bn → lim←−Cn → 0

正合。
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证明. 设 A =
∏
An, B =

∏
Bn, C =

∏
Cn，考虑 dA : A→ A, (an) 7→ (an − fn+1(an+1))，则

lim←−An = ker dA，我们有下图交换：

0 A B C 0

0 A B C 0

dA dB dC

由蛇引理，我们有正合列：

0→ ker dA → ker dB → ker dC → cokerdA → cokerdB → cokerdC → 0

进一步若 {An}是满射，则 dA是满射，故 cokerdA = 0。

推论 2.23

设我们有正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0，M = Mo ⊃ M1 ⊃ · · · 是M 的滤链，这诱导了

M ′ 的滤链M ′ =M0 ∩M ′ ⊃M2 ∩M ′ ⊃ · · · 与M ′′ 的滤链M ′′ = Im(M0) ⊃ Im(M1) ⊃ · · ·，
于是我们有

0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0

是正合的。

证明. 在M ′ =Mn,M
′′ =M/Mn上使用上推论，我们有正合列

0→ M̂n → M̂ →M/Mn → 0

2.7.1 分次环

定义 2.47

一个分次环(graded ring)是指一个环 R及 R的加法群的一组子群 (Rn)n≥0使得 R = ⊕n≥0Rn

且 Rm ·Rn ⊂ Rm+n,∀m,n ≥ 0。若 x ∈ Rn，我们称 n为 x的次数。由定义 R0 是 R的子环

且 Rn均为 R0−模。

例 2.41

R = k[x] = ⊕n≥0kx
n是分次环。

定义 2.48

R是分次环。分次 R−模是指一个 R−模 M 及M 的一组子群 (Mn)n≥0 使得M = ⊕n≥0Mn

使得 Rn ·Mm ⊂Mn+m,∀m,n ≥ 0。

分次模 M = ⊕Mn 与 N = ⊕Nn 之间的同态是指 R−模同态 f : M → N 使得 f(Mn) ⊂
Nn,∀n。
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例 2.42

R+ = ⊕n≥1Rn是分次 R−模且是 R的一个理想。

定义 2.49

一个 R的理想 I 称为齐次的(homogeneous)，若它是分次 R−模，即 I = ⊕n≥0(I ∩Rn)是分
次的。x ∈ R称为齐次元若 x ∈ Rn对某个 n。

可以验证 I 是齐次的当且仅当它由齐次元生成。

若 I 是齐次的，则 R/I = ⊕(Rn/In)是分次环。

命题 2.58

分次环 R是 Noether的当且仅当 R0是 Noether的且 R是有限生成 R0−代数。

证明. “⇐=”由 Hilbert基定理即得。
=⇒：首先由于 R0 = R/R+ 故 R0 是 Noether的。设 R+ 由 a1, ·, an 有限生成，我们可以

假设 ai是齐次的。现在我们来证明 R = R0[a1, · · · , an]，这只需证明 Ri ⊂ R0[a1, · · · , an]。
归纳证明之。对 x ∈ Rn+1，x =

∑
aixi, xi ∈ R,deg xi > 0。注意到 deg xi = n + 1 −

deg ai ≤ n，由归纳假设知 xi ∈ R0[a1, · · · , an]，故 x ∈ R0[a1, · · · , an]。

对任意环 R与理想 I，我们可以构造分次环 R∗ ⊕n≥0 I
n = R⊕ I ⊕ I2 ⊕ · · ·。设M 是 R−模且

(Mn)

引理 2.10

R是 Noether环，M 是有限生成 R−模，(Mn)n是 I−滤链。设

M∗ = ⊕n≥0Mn,

且M∗是 R∗−分次模。则M∗是有限生成的当且仅当 (Mn)n是稳定 I−滤链。

证明. 令M∗
n = M0 ⊕ · · · ⊕Mn ⊕ IMn ⊕ I2Mn ⊕ · · ·，则M∗

n 是 R∗−模，且我们有链M∗
0 ⊂

M∗
1 ⊂ · · · 且

⋃∞
n=0M

∗
n =M∗。

一方面，若M∗ 是有限生成的，由于 R∗ 是 Noether的故M∗ 也是 Noether R∗−模，故存
在 n，M∗

n =M∗
n+1，这表明 (Mn)是稳定 I−滤链。

另一方面，若 (Mn)是稳定 I−滤链，则存在 M∗ = M∗
n。注意到 Mi 是有限生成的，且

M∗
n 作为 R∗−模由M0, · · · ,Mn生成，故M∗ =M∗

n 是有限生成的，我们完成了证明。

引理 2.11 (Artin-Rees)

I 是 Noether 环 R 的理想，N ⊂ M 均为有限生成模，则存在 c > 0，使得 InM ∩ N =

In−c(IcM ∩N), n ≥ c。特别的，N 的 I − adic完备同构于由 (Mn)n诱导的 N 的完备。
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证明. 注意到M∗ = M ⊕ IM ⊕ I2M ⊕ · · · 在 R∗ 上有限生成，故是 Noether的，因此 N∗ =

N ⊕ (IM ∩N)⊕ (I2M ∩N)⊕ · · · 在 R∗上有限生成，进而 (InM ∩N)n稳定。

推论 2.24

I 是 Noether 环 R 的理想，0 → M ′ → M → M ′′ → 0 是有限生成 R−模的正合列，则
0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0是 I − adic完备的正合列。

命题 2.59

M 是有限生成 R−模，则 R̂⊗RM → M̂ 是满射。若 R是 Noether的则是同构，特别的 R̂是

平坦 R−模。

证明. 设有

R̂⊗N R̂⊕n R̂⊗M 0

0 N̂ R̂⊕n M̂ 0

f g h

则

ker f → ker g → h→ cokerf → cokerg → cokerh→ 0

若R是 Noether的，则N 是有限生成的，故 cokerf = 0，因此 kerh = 0，于是 R̂⊗M ∼= M̂。

推论 2.25

设 Noether环 R的 I − adic完备是 R̂。

• R̂⊗R I ∼= Î = R̂ · I；

• În = (In)e = (Ie)n = În；

• In/In+1 ∼= În/În+1 ∼= În/În+1；

• Î 被包含于 R̂的 Jacb根中；

• R̂是 Î − adic完备的。

证明. (1)由上命题即得，(2)由 (1)直接得到。

(3)：我们有正合列 0→ In+1 → In → In/In+1 → 0，这诱导了正合列 0→ În+1 → În →
̂In/In+1 → 0，故 În/În+1 ∼= În/În+1 ∼= In/In+1。

(4)由定义是显然的。

(5)： Î = I · R̂，故只需证明 I ⊂ Jac(R̂)。对任意 x ∈ I, a ∈ R̂，(1 − ax)−1 = (ax) +

(ax)2 + · · · ∈ R̂，这是因为 (ax)n ∈ În且 R̂是 Î − adic完备的。于是 x ∈ Jac(R̂)。
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推论 2.26

R是 Noether局部环，极大理想为 m，则 R̂是极大理想为 m̂的局部环。

证明. 注意到 R̂/m̂ ∼= R/m是域，故 m̂是极大理想。进一步 m̂ ⊂ Jac(R̂)，故是唯一的极大理

想。

定理 2.10 (Krull)

I 是 Noether 环 R 的理想，M 是有限生成 R−模，则 M → M̂ 的 ker 是 E =
⋂
n I

nM ={
x ∈M

∣∣∣存在某个a ∈ I, (1 + a)x = 0
}
。

证明. 一方面若 (1− a)x = 0则 x = ax = a2x = · · ·，故 x ∈ E。另一方面我们断言 E = IE。

事实上，由 Artin-Rees：E = Ic+1M ∩ E = I · (IcM ∩ E) = IE。由 Hamilton-Cayley定理知
存在 a ∈ I，(1 + a)E = 0。

推论 2.27

R是 Noether整环，I ̸= R，则
⋂∞
n=0 I

n = 0。

推论 2.28

R是 Noether环，I ⊂ Jac(R)，M 是有限生成 R−模，则
⋂∞
n=0 I

nM = 0，特别的若 R是局

部的，m是极大的，则
⋂∞
n=0 m

nM = 0。

推论 2.29

R是 Noether的，p是素理想，则 R→ Rp的 ker是所有 p−准素理想的交。

证明. 由上推论我们有
⋂∞
n=0(pRp)

n = 0。回忆我们有 S−1R的准素理想和R中与 S不交的准

素理想有一一对应，故

ker(R→ Rp) =
⋂

p−准素的

q

定义 2.50

I 是环 R 的理想，定义 G(R) = GI(R) := ⊕∞
n=0I

n/In+1，这是一个分次环。M 是 R−模，
(Mn)n是 I−滤链，定义 G(M) = ⊕∞

n=0Mn/Mn+1，这是一个分次 G(R)−模。
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命题 2.60

R是 Noether环，则

• GI(R)是 Noether的；

• GI(R) ∼= GÎ(R̂)；

• 若M 是有限生成 R−模，(Mn)n是稳定 I−滤链，则 G(M)是有限生成 G(R)−模。

证明. (1)：设 I 由 x1, · · · , xn 生成，则 GI(R) = (R/I)[x1, · · · , xn]，由 Hilbert基定理知这是
Noether的。

(2)：回忆我们有 În/În+1 ∼= În/În+1 ∼= In/In+1。

(3)：存在 m，对任意 r ≥ 0，IrMm = Mm+r，则 G(M) 由 M/M1, ·,Mm−1/Mm 生成，

其中Mn−1/Mn 是有限生成 R−模且 I · (Mn−1/Mn) = 0，因此是有限生成 R/I−模，故是有
限生成 G(R)−模，这表明 G(M)是有限生成 G(R)−模。

引理 2.12

ϕ : M → N 是群同态，且与滤链 (Mn), (Nn)相容，则我们有自然诱导映射 G(ϕ) : G(M) →
G(N), ϕ̂ : M̂ → N̂。进一步我们有 G(ϕ)是单(满)射可推出 ϕ̂是单(满)射。

证明. G(ϕ) 定义为 Gn(ϕ) : Mn/Mn+1 → Nn/Nn+1, x + Mn+1 7→ ϕ(x) + Nn+1, G(ϕ) =

⊕Gn(ϕ)。
ϕ̂定义为 ϕn :M/Mn → N/Nn, x+Mn 7→ ϕ(x) +Nn, ϕ =

∏
ϕn。

容易验证这是良定义的。于是我们有如下交换图：

0 Mn/Mn+1 M/Mn+1 M/Mn 0

0 Nn/Nn+1 N/Nn+1 N/Nn 0

Gn(ϕ) ϕn+1 ϕn

由蛇引理我们有长正合列：

0→ kerGn(ϕ)→ kerϕn+1 → kerϕn → cokerGn(ϕ)→ cokerϕn+1 → cokerϕn → 0

若 G(ϕ)是单射，则 Gn(ϕ)是单射，kerGn(ϕ) = 0，故 kerϕn+1 → kerϕn 是单射。由于

kerϕ0 = 0，故由归纳易知 ϕn是单射，进而 ϕ̂是单射。

若 G(ϕ)是满射，则 Gn(ϕ)是满射，cokerGn(ϕ) = 0，故 kerϕn+1 → kerϕn 是满射。我

们有如下交换图：

0 kerϕn M/Mn N/Nn 0

0 kerϕn+1 M/Mn+1 N/Nn+1 0

由于 kerϕn+1 → kerϕn 是满射，由命题 2.57知 M̂ → N̂ → 0 是正合的，即 ϕ̂ 是满射。
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命题 2.61

R是 I − adic完备且我们有嵌入M → M̂。

• 若 G(M)是有限生成 G(R)−模，则M 是有限生成 R−模且M 是完备的；

• 若 G(M)是 Noether的，则M 是 Noether的。

证明. 设 x̄1, · · · , x̄n生成 G(M)，x̄i ∈Mni
/Mni+1

，则映射 ϕi : 1 7→ xi给出：

R R · · · R IR · · ·

M M1 · · · Mni
Mni+1 · · ·

⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃

⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃

我们可将第一行视作 I−滤链，ϕi 与该滤链相容。取直和，我们有 ϕ : R⊕n → M 且

G(ϕ) : G(R⊕n) → G(M) 是满射，这是因为 G(M) 由 x̄1, · · · , x̄n 生成。故由上命题知 ϕ̂ :

R̂⊕n → M̂ 是满射。由于 R是 I − adic完备的，R̂n ∼= R̂n ∼= Rn。由于 ϕ̂是满射，M → M̂ 是

满射，故我们有如下交换图：

R⊕n R̂⊕n

M M̂

∼=

ϕ ϕ̂

但由条件，这是单射，故M ∼= M̂，即M 是完备的。于是 ϕ必须是满射，故M 是有限生成

R−模。
(2)：我们想要证明任意 M 的子模 M ′ 均是有限生成 R−模。事实上 G(M ′) 可以看成

G(M)的子模，这是有限生成的，且M ′ → M̂ ′ 是M → M̂ 的限制，这是单射。由 (1)我们

完成了证明。

推论 2.30

R是 Noether的，则 R̂I 是 Noether的且 GÎ(R̂)是 Noether的。特别的 R[[x]], R[[x1, · · · , xn]]
是 Noether的。

证明. R是 Noether的，由命题 2.60知 GI(R)是 Noether的，GI(R) ∼= GÎ(R̂)，且由上命题 R̂

是 Noether的。特别的R[[x]]对R[x]是 (x)−完备的。利用归纳易得R[[x1, · · · , xn]]是 Noether
的。

推论 2.31

若 R是 Noether的，M 是有限生成 R−模，则 M̂I 是 Î − adic完备且是 I − adic完备。

证明. 首先注意到 ÎnM̂ = In · R̂ ·M̂ = InM̂，故只需证明 M̂ 是 Î−adic完备的。M̂ 是有限生
成 R̂−模，于是由命题 2.60知G(M̂)是有限生成G(R̂)−模。现在只需验证 ker(M̂ → ˆ̂

M) = 0。
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由 Krull定理
ker(M̂)→ ˆ̂

M =
{
x ∈ M̂

∣∣∣存在某个 a ∈ Î , (1 + a)x = 0
}

设 a = (ā0, ā1, · · · ), x = (x̄0, x̄1, · · · )，则 (1+ ān)x̄n = 0, (1+an)xn ∈ InM。anxn ∈ IM，
故 xn ∈ IM，继续下去得到 xn ∈ InM，即 x̄n = 0，故 x = 0。
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