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1 环和理想

环与环同态

定义1.1 环A是具有两个二元运算加法和乘法的集合，满足：

1)A对加法是一个交换群(这样A有零元素，记为0)

2)对乘法是结合的：

(xy)z = x(yz)

且对加法是分配的：

x(y + z) = xy + xz

(y + z)x = yz + zx

在本文中提到的环都表示具有单位元的交换环.

3)对乘法是交换的：

xy = yx

且具有单位元(记为1)

4)∃1 ∈ A,使得对所有x ∈ A, x1 = 1x = x

当1 = 0时，A是平凡的环，它只含零元，这种环称为零环.

定义1.2 环同态f是指一个从环A映入环B的映射，满足：

1)f(x+ y) = f(x) + f(y)

2)f(xy) = f(x)f(y)

3)f(1) = 1

环A的子集S称为A的子环，如果S是加法子群且对乘法封闭，并且含有A的单位元.此时从S映

入A的恒同映射是环同态.

环同态的复合也是环同态.

理想. 商环

定义1.3 环A的加法子群a称为A的一个理想，若Aa ⊆ a. A中乘法诱导出商群A/a中的乘法，

故A/a是一个环，称为商环.因而映射φ : A → A/a, x → x+ a是环的满同态.

命题1.4 环A的理想a与b满足a ⊆ b与环A/a的理想b̄之间存在保持包含关系的一一对应：

b = φ−1(b̄)
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定义1.5 环同态f : A → B的核f−1(0)是A的理想，记作Ker(f)；f的象f(A)是环B中的子环，

记作Im(f).同态f导出环同构:

A/Ker(f) ∼= Im(f)

若x− y ∈ a，可写作x ≡ y(mod a)

零因子. 幂零元. 可逆元

定义1.6 i) x ∈ A 称为零因子，如果∃y ∈ A, y ̸= 0, xy = 0.没有非零零因子(且1 ̸= 0)的环叫做整

环.如Z和K[x1, . . . , xn](其中K是域而x1, . . . , xn是无关变元)都是整环.

ii) x ∈ A称为幂零的，如果∃n ∈ N∗, xn = 0.

iii) x ∈ A称为可逆元，如果∃y ∈ A, xy = 1.显然y唯一，记作x−1.

iv) x ∈ A,称Ax或(x)为主理想.x是可逆元当且仅当(x) = A = (1).零理想(0)通常记作0.

v) 若环A中1 ̸= 0且每个非零元都是可逆元，则称A为域，任一域都是整环，但反之不对.

命题1.7 设A是非零环，则下述条件等价:

1)A是域.

2)A除平凡的理想(0与(1))外无别的理想.

3)任一从A映入非零环的同态都是单的.

素理想和极大理想

定义1.8 i) 环A的理想p称做素理想，若p ̸= (1)，且可以从xy ∈ p推出x ∈ p或y ∈ p.

p是素理想⇐⇒A/p是整环.

ii) 环A的理想m称做极大理想，如果m ̸= (1)，且不存在理想a满足m ⊂ a ⊂ (1)

m是极大理想⇐⇒A/m是域.

考虑所有不为(1)的理想的并集，可知每个非零环A都有极大理想。同样的，对于A的每个不

为(1)的理想a，考虑所有包含a且不为(1)的理想的并集，可知有一个包含a的极大理想。(或者考

虑A/a即可)。于是，我们有A中任一不可逆元都包含在一个极大理想内。

定义1.9 恰有一个极大理想m的环A叫做局部环，域K = A/m叫做环A的同余类域。

命题1.10 i) 环A的理想m使得A/m中均为可逆元，则A是局部环，m是A的极大理想。

ii) 环A的理想m使得1 +m中均为可逆元，则A是局部环。

证明：i) 任一不为(1)的理想都由不可逆元组成，由条件它们都在m中，进而m是A中唯一的

极大理想。

ii) 取x ∈ A/m。由于m是极大理想，因此x与m可以生成(1)，即存在y ∈ A和z ∈ m满足xy +

z = 1，进而xy = 1− t ∈ m，故是x是可逆元，由i)即证。
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定义1.11 i) 仅有有限个极大理想的环叫做半局部环。

ii) 所有理想都是主理想的整环称作主理想整环(PID).在这种环里非零素理想都是极大的。

小根和大根

命题1.12 环A所有幂零元的集合ℜ是一个理想，且环A/ℜ中无非零幂零元。ℜ称作环A的小根。

命题1.13 A的小根是A中所有素理想的交。

证明：设ℜ′为A中所有素理想的交。

一方面，任意a ∈ ℜ以及任一素理想p，有n > 0使得an = 0 ∈ p，由p是素理想得到a ∈ p，

故ℜ ⊂ ℜ′。

另一方面，对任一非幂零元a，考虑所有对任意n均不包含an的理想，它们构成的集合记为Σ。

0 ∈ Σ，再按包含关系对Σ使用Zorn引理得到Σ中的最大元p。设x, y /∈ p，那么理想p + (x)与p +

(y)都严格包含p，故不属于Σ，因此有an ∈ p + (x), am ∈ p + (y)，于是an+m ∈ p + (xy)，

即p+ (xy) /∈ Σ，所以xy /∈ p，这表示p是素理想且不包含a，因此a /∈ ℜ′。

定义1.14 环A的大根R为它的所有极大理想的交。

命题1.15 x ∈ R ⇐⇒对任意y ∈ A, 1− xy是可逆元。

证明：“=⇒” 若1− xy不可逆那么它就属于某个极大理想m，又x ∈ R ⊂ m，故xy ∈ m，进

而1 ∈ m，矛盾！

“⇐=” 若x /∈ m，任取极大理想m，那么x与m可以生成(1)，因此存在z ∈ m和y ∈ A满

足z + xy = 1，即1− xy ∈ m不是可逆元。

理想的运算

定义1.16 设a和b均为环A的理想，定义

a+ b =
{
x+ y

∣∣∣x ∈ a, y ∈ b
}

ab =
{∑n

i=1 xiyi

∣∣∣xi ∈ a, y ∈ b, i = 1, 2, . . . , n
}

这个定义满足分配律，即a(b+ c) = ab+ ac。另外如果a ⊇ b, c，我们就有a ∩ (b+ c) = a ∩ b+ a ∩ c。

若a+ b = (1)，称它们是互素的。此时我们有a ∩ b = ab(因为(a+ b)(a ∩ b) = a(a ∩ b) + b(a ∩ b))。

定义1.17 环A1, A2, . . . , An的直积A =
∏n

i=1 Ai =
{
(x1, x2, . . . , xn)

∣∣∣xi ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n
}
是一

个有单位元(1, 1, . . . , 1)的交换环。反过来，投影pi : A → Ai由(x1, x2, . . . , xn) 7→ xi所定义是环同

态。
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用环A的理想们a1, a2, . . . , an定义同态

φ : A →
∏n

i=1(A/ai)

x 7→ (x+ a1, x+ a2, . . . , x+ an)

命题1.18 i) 如果对任意i ̸= j,ai和aj互素，那么
∏

ai = ∩ai
ii) 同态φ是满的⇐⇒对任意i ̸= j,ai和aj互素。

iii) 同态φ是单的⇐⇒ ∩ai = (0)。

命题1.19 i) 设p1, . . . , pn是素理想，理想a ⊂
⋃n

i=1 pi,则存在某个i, a ⊆ pi。

ii) 设a1, . . . , an是理想，素理想p ⊂
⋂n

i=1 ai,则存在某个i, p ⊇ ai。

进而若p =
∏n

i=1 ai，则存在某个i,p = ai。

定义1.20 对环A的理想a, b定义商为：

(a : b) =
{
x ∈ A

∣∣∣xb ⊆ a
}

它是一个理想。特别地，(0 : b)叫做b的零化子并记作Ann(b)。另外，如果b是主理想(x)，我

们也将(a : (x))记作(a : x)。

性质1.21 i) a ⊆ (a : b).

ii) ((a : b)b ⊆ a.

iii) ((a : b) : c) = (a : bc) = (a : (b : c)).

iv) (∩iai : b) = ∩i(ai : b).

v) (a :
∑

i bi) = ∩i(a : bi).

定义1.22 环A的理想a的根定义为集合：

r(a) =
{
x ∈ A

∣∣∣xn ∈ a, n > 0
}

若φ : A → A/a是自然同态，那么r(a) = φ−1(ℜA/a)，故它是理想。

性质1.23 i) r(a) ⊇ a.

ii) r(r(a)) = r(a).

iii) r(ab) = r(a ∩ b) = r(a) ∩ r(b).

iv) r(a) = (1) ⇔ a = (1).

v) r(a+ b) = r(r(a) + r(b)).

vi) 若p是素理想，那么r(pn) = r(p)对一切n > 0成立.
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命题1.24 理想p的根是包含p的一切素理想的交。

证明：对A/a同命题1.13证明即可。

命题1.25 D = A中零因子的集合= r(D) = r(∪x ̸=0Ann(x)) = ∪x̸=0r(Ann(x))

命题1.26 若环A的理想a, b的根r(a)和r(b)互素，则a, b互素。

扩张和局限

定义1.27 设f : A → B是环同态，a是A的理想，则a的象f(a)在B中生成的理想Bf(a)叫做理

想a的扩理想ae。B的理想b的局限理想bc定义为f−1(b)。b是素理想可以推出bc是素理想，但是a是

素理想不能推出ae是素理想。

性质1.28 i) a ⊆ aec，b ⊇ bce.

ii) ae = aece，bc = bce
c
.

iii) 设C包含B中所有理想的局限理想，设E包含A中所有理想的扩张理想。则

C =
{
a
∣∣∣aec = a

}
,E =

{
b
∣∣∣bce = b

}
。

而a 7→ ae是C到E的一一映射，它的逆是b 7→ bc。

性质1.29 设a1, a2是A中的理想，b1, b2是B中的理想，那么：

(a1 + a2)
e = ae1 + ae2， (b1 + b2)

c ⊇ bc1 + bc2

(a1 ∩ a2)
e ⊆ ae1 ∩ ae2， (b1 ∩ b2)

c = bc1 ∩ bc2

(a1a2)
e = ae1a

e
2， (b1b2)

c ⊇ bc1b
c
2

(a1 : a2)
e ⊆ ae1 : a

e
2， (b1 : b2)

c ⊆ bc1 : b
c
2

r(a)e ⊆ r(ae)， r(b)c = r(bc)
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习题

1. 设x是环A中幂零元，证明1 + x是A的可逆元，由此推出幂零元和可逆元的和是可逆元。

证明： 存在n, xn = 0,则(1 + x)(1− x+ · · ·+ (−1)n−1xn−1) = 1+ (−1)nxn = 1，故1 + x可逆。

设a是可逆元，则(a−1x)n = a−nxn = 0，即a−1x为幂零元，由上知1 + a−1x可逆，故a+ x =

a(1 + a−1x)为可逆元之积可逆。

2. A是环，A[x]是对应的多项式环。令f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ A[x]，证明：

i) f是A[x]中可逆元⇐⇒ a0是A中可逆元，且a1, a2, . . . , an是幂零元。

ii) f幂零⇐⇒ a0, a1, . . . , an幂零。

iii) f是零因子⇐⇒ 存在环A的非零元a使得af = 0

iv)如果(a0, a1, . . . , an) = (1),f就叫做本原多项式，证明，如果f, g ∈ A[x]，那么fg本原⇐⇒
f和g都是本原

证明： i)f可逆⇐⇒存在g =
∑m

j=0 bjx
j ∈ A[x]使得fg =

∑n
i=0 aix

i
∑m

j=0 bjx
j = 1

“=⇒” 若f可逆，则1 = [x0]fg = a0b0 =⇒ a0, b0可逆

0 = [xn+m]fg = anbm

0 = [xn+m−1]fg =⇒ 0 = an · [xn+m−1]fg = an(anbm−1 + an−1bm) = a2nbm−1

0 = [xn+m−1]fg =⇒ 0 = a2n · [xn+m−1]fg = a2n(anbm−2 + an−1bm−1 + an−2bm) = a3nbm−2

. . .

0 = [xn+m−r]fg =⇒ 0 = arn · [xn+m−r]fg = arn(anbm−r + · · ·+ an−rbm) = ar+1
n bm−r

. . .

0 = [xn]fg =⇒ 0 = amn · [xn]fg = amn (anb0 + . . . ) = am+1
n b0，又b0可逆，故an是幂零的。

由1.知f − anx
n也是可逆的，继续如上证明可依次得到an−1, an−2, . . . , a1均是幂零的。

“⇐=” 设aki

i = 0，则(
∑n

i=1 aix
i)

∑n
i=1 ki = 0。a0可逆且

∑n
i=1 aix

i幂零，由1.知f可逆。

ii) “⇐=”f
∑n

i=0 ki = (
∑n

i=0 aix
i)

∑n
i=0 ki = 0故幂零。

“=⇒”设fm = 0，则0 = [xnm]fm = amn故an幂零。进而f − anx
n也是幂零的，继续如上证

明可依次得到an−1, an−2, . . . , a0均是幂零的。

iii)“=⇒”设g =
∑m

j=0 bjx
j ∈ A[x]是使得fg =

∑n
i=0 aix

i
∑m

j=0 bjx
j = 0且m最小的一个g。

0 = [xn+m]fg = anbm，进而ang = 0否则ang是次数更小的满足要求的多项式。

0 = [xn+m−1]fg = anbm−1 + an−1bm = an1
bm，同上可知an−1g = 0。

. . .

0 = a0bm，至此，我们有fbm = 0

“⇐=”是显然的。

iv)“=⇒”(1) = (a0b0, a0b1+a1b0, . . . ) ⊆ (a0, a0b1, a1b0, . . . ) = (a0, a1b0, . . . ) ⊆ (a0, a1, . . . ) =

· · · = (a0, a1, . . . , an) ⊆ (1)，因此(a0, a1, . . . , an) = (1)，故f是本原的，g同理。
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“⇐=”若fg不是本原的，设(1) ⊋ I = (a0b0, a0b1 + a1b0, . . . )，取包含I的极大理想Imax。

考虑域A/Imax上的多项式整环(A/Imax)[x]中的元素

F = f + Imax =
∑n

i=0(ai + Imax)x
i

G = g + Imax =
∑m

j=0(bj + Imax)x
j

因为(a0b0, a0b1 + a1b0, . . . ) ⊆ Imax，故FG = (a0b0 + Imax) + (a0b1 + a1b0 + Imax)x+ · · · = 0，进

而F = 0或G = 0，不妨是前者。这表示ai ∈ Imax对i = 0, 1, . . . , n均成立，这与(a0, a1, . . . , an) =

(1)矛盾！

3. 推广2.至环A[x1, . . . , xr]上。

设f =
∑

i1,i2,··· ,ir ai1,i2,...,irx
i1
1 x

i2
2 . . . xir

r

断言： i)f可逆⇐⇒ a0,0,...,0可逆且ai1,i2,...,ir幂零，其中i1, i2, . . . , ir不全为零。

ii)f幂零⇐⇒ ai1,i2,...,ir幂零，对于任意的i1, i2, . . . , ir。

iii)iv)均同2.

证明： 均将A[x1, . . . , xr]视为A[x1, . . . , xr−1][xr]利用2.归纳即可。

4. 在环A[x]中，大根与小根重合。

证明： 由2.与命题1.15，小根ℜ =
{
f =

∑
i aix

i
∣∣∣ai幂零}

，大根R =
{
g =

∑
j bjx

j
∣∣∣∀h ∈ A[x], 1 + gh可逆

}
一方面，任取f ∈ ℜ，由于f幂零，则∀h ∈ A[x]，fh也幂零。由1.知1+fh可逆，因此ℜ ⊂ R。

另一方面，任取g ∈ R，取h = x ∈ A[x]，则1 + xg可逆，由2.知bj均幂零，因此R ⊂ ℜ。

5. 设A是环，A[[x]]是A上的形式幂级数，设f =
∑∞

n=0 anx
n ∈ A[[x]]，证明：

i)f是A[[x]]中可逆元⇐⇒ a0是A中可逆元。

ii)如果f幂零，则对一切n ≥ 0，an都幂零。逆命题是否成立？

iii)f属于环A[[x]]的大根⇐⇒ a0属于环A的大根。

iv)环A[[x]]中任一极大理想m对A的局限理想都是A中的极大理想，而m由mc和x生成。

v)A中任一素理想都是A[[x]]中一个素理想的局限理想。

证明： i)“=⇒”是显然的。
“⇐=”设g =

∑∞
n=0 bnx

n ∈ A[[x]]，我们来求解满足fg = 1的g。1 = [x0]fg = a0b0 =⇒ b0 = a−1
0

0 = [xn]fg = a0bn +
∑n

i=1 aibn−i =⇒ bn = −a−1
0

∑n
i=1 aibn−i, n = 1, 2, . . .

这样我们便确定了唯一的g。因此f可逆。

ii)与A[x]上的情形相同，不再赘述。
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iii)f属于环A[[x]]的大根⇐⇒∀g =
∑∞

n=0 bnx
n ∈ A[[x]], 1 + fg可逆

⇐⇒∀b0 ∈ A, 1 + a0b0是A中可逆元⇐⇒a0属于环A的大根。

iv)mc = m ∩A，若mc不是极大的，取极大理想Imax ⊋ mc。

则(Imax, x) ⊋ m且(Imax, x)
c = Imax，所以(Imax, x) ̸= A[[x]]，这与m是极大的矛盾。

由mc = m ∩A可知mc是m中所有常数项的集合。因此(mc, x)是所有常数项属于mc的形式幂级

数，自然包含m。再由m的极大性，可知m = (mc, x)。

v)设p是A中的素理想，则p = (p, x) ∩A = (p, x)c。下证(p, x)是A[[x]]的素理想。

设f =
∑∞

n=0 anx
n, g =

∑∞
n=0 bnx

n，fg = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · · ∈ (p, x)。

则a0b0 ∈ p，所以a0 ∈ p或b0 ∈ p，进而f ∈ (p, x)或g ∈ (p, x)。

6. 假定环A中任一不含在小根中的理想都包含非0幂等元，证明，A的小根与大根重合。

证明： 显然ℜ ⊂ R。若ℜ ⊊ R，由定义，存在幂等元x ∈ R，则∀y ∈ A，1 + xy是可逆元。

取y = −1我们得到1− x是可逆元。但是x(1− x) = x− x2 = 0矛盾！

7. 设环A中任意元素x都适合xn = x对某个n > 1，证明A中任一素理想都极大。

证明： 设p是素理想。若不然A/p中有不可逆元x̄ = x+ p。

但x̄n = xn + p = x+ p = x̄，故x̄n−1 = 1，这与它不可逆矛盾！

8. 设A是非零环，证明A中素理想的集合有一个极小元素。

证明： 由Zorn引理，我们只需证明对于任一个素理想的降链{pα}，∩αpα = p也是素理想。

设xy ∈ p，对任意的α，x ∈ pα或y ∈ pα。若x /∈ p，则存在α使得x /∈ pα。

对于任意的β，若pα ⊂ pβ，则y ∈ pα ⊂ pβ；若pα ⊃ pβ，则x /∈ pβ，只能y ∈ pβ。由上可

知y ∈ p。于是p是素理想。

9. 设a ̸= (1)是环A中的理想。证明a = r(a) ⇐⇒ a是素理想。

证明： a = r(a) ⇐⇒ ∀x /∈ a,∀n, xn /∈ a ⇐⇒ A/a中无非零幂零元⇐⇒ ℜA/a = 0。

设f : A → A/a是自然同态。ℜA/a = 0 ⇐⇒ a = f−1(0) = f−1

 ⋂
p∈Spec(A/a)

p

 =
⋂

p∈Spec(A/a)

f−1(p)是

一些素理想的交。
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10. 设A是环，ℜ是它的小根，证明下列诸断言等价：
i)A恰好只有一个素理想。

ii)A中任意元素或者是可逆元，或者是幂零元。

iii)A/ℜ是域。

证明： i)=⇒iii) 对于包含ℜ的极大理想m，则m是素的，进而p = m，故A/R是域。

iii)=⇒i)A/ℜ是域可知ℜ是极大理想，对于任一素理想p, p ⊂ ℜ =⇒ p = ℜ，即A有唯一素理

想。

iii)=⇒ii)A/ℜ是域可知∀x ∈ A，要么x ∈ ℜ，要么x+ ℜ可逆，即x可逆。

ii)=⇒iii)因此A中除了ℜ中的元素均可逆，即得A/ℜ中非零元均可逆。

11. 环A叫做Boole环如果x2 = x对一切x ∈ A。在Boole环中证明：

i)2x = 0对一切x ∈ A

ii)任意素理想p均极大，而A/p是由两个元素组成的域。

iii)任一具有有限个生成元的理想A都是主理想。

证明： i)2x = x+ x = (x+ x)2 = 4x2 = 4x =⇒ 2x = 0

ii)同7.所证，A/p中元素x̄满足x̄(x̄− 1) = p =⇒ x̄ = p或1 + p。

iii)只需证二元情形。注意到(x+ y−xy)x = x与(x+ y−xy)y = y可知(x, y) = (x+ y−xy)。

12. 局部环里除了0和1之外没有别的幂等元。

证明： 设x2 = x，则x(x − 1) = 0。若x不为0和1，则x和x − 1均为零因子。又x与x − 1至多一

个在A的唯一极大理想m中，不妨是后者。则理想(x)是极大的，与m的唯一性矛盾！

域的代数闭包的造法(E.Artin)

13. 设K是域，Σ是系数属于K的，首项系数等于1的一个未定元的不可约多项式f的全体所组成

的集合。对每个f ∈ Σ，相应一个未定元xf。用A表这些未定元xf在K上生成的多项式环。由a表

由所有的多项式f (xf )，对一切f ∈ Σ，在A中生成的理想。证明a ̸= (1)。

设m是A中的一个包有a的极大理想，并令K1 = A/m。那么K1是K的扩域，在其中每个多项

式f ∈ Σ都有根。对K1重复对K的作法，得到域K2，等等。令L =
∞⋃

n=1

Kn。那么L是域，在其中每

个多项式f ∈ Σ都分解成线性因式之积。用K⃗表L中在K上代数的那些元素的集合。那么K̄是K的

代数闭包。
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证明： 若不然，1 =
n∑

i=1

gifi(xfi)，其中gi ∈ A, fi ∈ Σ。

考虑K的环扩张E = K[xf1 , . . . , xfn ]/(f1(xf1) . . . , fn(xfn))，在E上取αi使fi(αi) = 0，令xfi =

αi带回上式得到1 = 0，矛盾！

14. 用Σ表环A中完全由零因子组成的理想的全体所组成的集合。证明Σ有一个极大元，而且Σ的

每个极大元都是素理想。因此A中零因子的集合是素理想的并。

证明： 对于任一个Σ中的升链{mα}，设∪αmα = m。对任意x ∈ m，存在α使x ∈ mα，进而对任

意y ∈ A，xy ∈ mα ⊂ m。再取z ∈ mβ ⊂ m，不妨mα ⊂ mβ，则x + z ∈ mα ⊂ m。故m是理想。

由Zorn引理知Σ中有极大元，记为M。

若xy ∈ M，则x, y至少有一零因子，不妨是x。由于M ⊂ (M, x) ∈ Σ，故(M, x) = M，

即x ∈ M，进而M是素理想。

对于任一零因子a，设Σa是Σ中包含a的那些理想，同上可知Σa有极大元且是素理想，这就得

出了最后一个结论。
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2 模

模和模同态

定义2.1 设A是一个交换环，M是一个交换群，如果A线性地作用在它上面，就叫做一个A-模。

确切地说，模是一个对(M,µ)，这里M是交换群，而µ是个映射A × M → M，它们满足以下公

理，其中我们把µ(a, x)(a ∈ A, x ∈ M)写作ax：

a(x+ y) = ax+ by，

(a+ b)x = ax+ bx，

(ab) = a(bx)，

1x = x。

一个等价的定义是：M是交换群且有环同态A → Aut(M)。

定义2.2 设M和N是两个A-模，映射f : M → N叫做A-模同态，如果对一切a ∈ A和x, y ∈ M：

f(x+ y) = f(x) + f(y)，

f(ax) = af(x)，

A-模同态的复合仍然是A-模同态。

定义2.3 从M到N中的所有A-模同态所成的集合可以成为一个A-模，如果按以下公式定义f +

g和af：

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(af)(x) = af(x)

对一切x ∈ M。这个A-模记作HomA(M,N)，在无歧义的情况下可以简记为Hom(M,N)。

同态u : M ′ → M和v : N → N ′导出映射：

ū : Hom(M,N) → Hom(M ′, N)

f 7→ f ◦ u
v̄ : Hom(M,N) → Hom(M,N ′)

f 7→ v ◦ f

这两个映射都是A-模同态。

对任意A-模M，有自然同构Hom(A,M) ∼= M：每个A-模同态f : A → M由元素f(1)所唯一

确定，而这个元素可以任意选取。
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子模和商模

定义2.4 模M的子模M ′是M的子群，它对A的元素乘法封闭。再在交换群M/M ′上按公式

a(x+M ′) = ax+M ′

来定义乘法，A-模的结构就搬到商群M/M ′上来。A-模M/M ′叫做M对于M ′的商模。从M到M/M ′的

自然映射是A-模同态。在M的包含M ′的子模所构成的集合与M/M ′的子模的集合之间由保持包

含关系的一一对应。

定义2.5 f : M → N是A-模同态，核定义为集合Ker(f) =
{
x ∈ M

∣∣∣f(x) = 0
}
，它是M的子模。

象定义为集合Im(f) = f(M)，它是N的子模。

余核定义为集合Coker(f) = N/Im(f)，它是N的商模。

设M ′是M的子模，M ′ ⊆ Ker(f)，那么f诱导同态f̄ : M/M ′ → N，x +M ′ 7→ f(x)，f̄的核

是Ker(f)/M ′。特别的，令M ′ = Ker(f)，我们有一个A-模同构M/Ker(f) ∼= Im(f)。

子模上的运算

定义2.6 设M是个A-子模，定义(Mi)i∈I的和
∑

Mi为所有
∑

xi的集合，其中xi ∈ Mi, i ∈ I且只

有有限个非零。它是M的包含所有Mi的最小子模。

定义它们的交
⋂
Mi也是M的子模。

定义A的理想a和A-模M的积aM为一切可能的有限和
∑

aixi的集合，其中ai ∈ a, xi ∈ M，它

是M的子模。

定义M两个子模N,P的商(N : P ) =
{
a
∣∣∣aP ⊆ N, a ∈ A

}
，它是A的理想。特别的，(0 : M)叫

做M的零化子并记作Ann(M)。如果理想a ⊆ Ann(M)，那么通过定义x̄m = xm, x ∈ A, x̄ = x+a，

M可以看作一个A/a-模。

A-模M是忠实的，如果Ann(M) = 0。因此M看作A/Ann(M)-模是忠实的。

命题2.7 i)设L ⊇ M ⊇ N，它们都是A-模，那么(L/N)/(M/N) ∼= L/M。

ii)设M1,M2是M的子模，那么(M1 +M2)/M1
∼= M2/(M1 ∩M2)。

iii) Ann(M +N) = Ann(M) ∩Ann(N)。

iv)(N : P ) = Ann((N + P )/N)。

证明：i)考虑满同态φ : L/N → L/M, x+N → x+M，它的Ker = M/N。

ii)考虑同态的合成M2 → M1 +M2 → (M1 +M2)/M1是满的，它的Ker = M1 ∩M2。

定义2.8 设x是M的任意一个元素，所有它的倍元ax(a ∈ A)的集合是M中的一个子模，记作Ax或(x)。

如果M =
∑
i∈I

Axi，那么xi这组元素叫做M的一组生成元，A-模M叫做有限生成的。
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直和与直积

定义2.9 定义A-模M,N的直和M ⊕N =
{
(x, y)

∣∣∣x ∈ M,y ∈ N
}
，它就成为一个A-模。

更一般的，定义
⊕
i∈I

Mi =
{
(xi)i∈I

∣∣∣xi ∈ Mi, i ∈ I,且仅有有限个xi非零
}
。去除有限个非零的

条件就得到直积
∏
i∈I

Mi。

假定环A是个直积
n∏

i=1

Ai，ai =
{
(0, . . . , 0, ai, 0, . . . , 0)

∣∣∣ai ∈ Ai

}
是A的理想。环A看成A-模就

是理想a1, . . . , an的直和。反过来，若A = a1 ⊕ . . . an，则A ∼=
∏
i∈I

A/bi，其中bi =
⊕
j ̸=i

aj

有限生成的模

定义2.10 自由A-模是同构于形如
⊕
i∈I

Mi的A-模的一个A-模。这里所有Mi都同构于A，有时记

作A(I)。因此有限生成的自由A-模同构于An。

命题2.11 A-模M是有限生成+的⇐⇒M同构于模An的一个商模，对某个n > 0。

命题2.12 设M是有限生成的A-模，a是A的一个理想，φ是A-模M的一个自同态，使φ(M) ⊆ aM，

那么φ满足：φn + a1φ
n−1 + · · ·+ an = 0，其中ai ∈ a

推论2.13 设M是有限生成的A-模，a是A的一个理想，且aM = M，则有一个x ≡ 1(mod a)使

得xM = 0

命题2.14 (Nakayama引理)设M是有限生成的A-模，a是包含在A的大根R中的理想，如果aM =

M，则M = 0

推论2.15 设M是有限生成的A-模，N是M的一个子模，a是A的一个包含在R中的理想，则M =

aM +N =⇒ M = N

证明：将命题2.14应用于M/N并结合a(M/N) = (aM +N)/N即可。

命题2.16 设xi(1 ≤ i ≤ n)是M的一组元素，它们在M/mM中的象组成这个向量空间的一组基，

那么xi生成M。
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正合序列

定义2.17 一个A-模和A-同态的序列

· · · → Mi−1
fi−→ Mi

fi+1−→ Mi+1 → . . . (0)

叫做在Mi处正合，如果Im(fi) = Ker(fi+1)。如果它在每个Mi处都正合，则称它为正合序

列。

特别的，

0 → M ′ f−→ M 正合 ⇐⇒ f 是单的 (1)

M
g−→ M ′′ → 0正合 ⇐⇒ g是满的 (2)

0 → M ′ f−→ M
g−→ M ′′ → 0正合 ⇐⇒ f 是单的, g是满的 (3)

xn + yn = zn
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